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МАТЕМАТИКА

Е. П. КАЛУГИНА

КЛАСС Ьф КАК ВЫПУКЛОЕ ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ 
МНОГООБРАЗИЕ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 31 И 1954)

Пусть Ф (zz) есть выпуклая функция, удовлетворяющая следующим 
условиям:

1) Ф (0) = 0, Ф (— и) = Ф(п); 2) Ф(К1)>Ф(и2) при /г!>гг2^0; 
оч ф(“) , ,3) । । ■ —» + оо при а -» ф <х>.

Условию (1) будут удовлетворять, например, такие функции: 
| и при Фи| —1»| — 1; | и In (| а | + 1) (/>>1).

Определение 1. Будем понимать под классом Ьф множество 
функций {x{t)}, определенных на интервале (а, Ь), принимающих дей­
ствительные значения и таких, что

ь
Ф | х (/) | dt < + оо.

а

Очевидно, что АФ есть выпуклое многообразие, т. е., если xltx£ Ьф, 
аі,а2^-0, где ct1-j-a2=l, то также аг хг + а2х2€ Ьф.

Орлич показал О), что для обращения выпуклого многообразия 
Ьф в линеал необходимо и достаточно, чтобы функция Ф (и) обла­
дала так называемым свойством (Д2), которое выражается нера­
венством

Ф(2и)<КФ(н), (Д2)

для всех zr?>uo^O и постоянного
Целью настоящей статьи является дать другие условия, необ­

ходимые и достаточные, при которых Ьф — линеал. Но прежде 
чем их формулировать, нужно дать некоторые определения.

Обозначим (а = О, b = 1)

р(х) = ^Ф(х(Ц) dt.

Определение 2. Назовем последовательность {Хп}^^ с Ьф 
р-сходящейся к'элементу л06 ЬФ, если

—°^—> 0 при П-»-{-ОО.

Определение 3. Назовем последовательность с£Ф
р-фундаментальной^если

- ( хп — хт \
при К т-> + <х>.
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Определение 4. Будем говорить, что Аф— p-полное множество, 
если выполнено следующее условие: для того, чтобы последова­
тельность {х„}“=1 была р-сходящейся, необходимо и достаточно, 
чтобы она была р-фундаментальной.

Определение 5 ^). Будем говорить, что последовательность 
функций {xn(t)]^v где хп€Аф, сходится слабо к функции х0(/), где 
х0 € А, если имеет место:

О pW'Cf для п = п = 1, 2,... и постоянного с; t t
2)\xn(u)du-+^x0(u)du для всех /€(0,1). 

о о
Следуя работе Л. В. Канторовича (2), будем говорить, что эле­

мент хх t Аф меньше элемента х2 € Аф, если для почти всех /€ (0,1) 
хД/Ххг^) (при этом пишут xt <х2).
_ Назовем (2) верхней границей множества Е cz Аф такой элемент 
х€Аф, что для всех х£Е х < х. Наименьшую из всех верхних 
границ множества Е назовем точной верхней границей Е и будем 
обозначать ее sup АГ (аналогичное определение дается нижней границе 
множества Е и inf Е).

Так же как и в работе (2), назовем наибольшим пределом после­
довательности {Хд}^

lim хп = inf {sup (х„, хл+ъ Л-^оо п

наименьшим пределом {-^л}^ назовем 

lim = sup {inf (хп, хп+1, 
п—>ОО л

Определение 6. £Будем говорить, что {хя}“=1 (о)-сходится 
к элементу х0 € Аф, если

х0 = lim хп = lim хя;

при этом пишут
Хп->Хй (о).

Если из каждой подпоследовательности {Xnh}^=1 последователь­
ности {Хд}^ можно выделить частичную последовательность 

такую, что хПііі-^х0 (о), то будем говорить, что {хл}"=1 
сходится к х0 в смысле (*)-сходимости (или /-сходимости), и за­
пишем х„-^х0 (*), или хя-^х0 (/). Определения (*)- и (о)-сходи- 
мостей принадлежат Л. В. Канторовичу (2).

(о)-сходимость последовательности {Хл}^ к х0 € Аф означает, 
что почти везде в (0, 1)

хя(/)->х0(/) и |х„(/)К%(/), где х€Аф.
Л~»СО

Теорема 1. Кажое из следующих четырех условий есть усло­
вие необходимое и достаточное для того, чтобы Аф было 
линеалом.

1°. Аф есть ^-полное множество.
2°. Функционал р(х) непрерывен относительно ^-сходимости, т. е. 

из хп~>х0^) следует, что р(хя)-»р(х0).
3". Из ^-сходимости следует слабая сходимость (в определении 

Ор лича).
4°. р-сходимость эквивалентна ^-сходимости.
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Рассмотрим теперь функционалы, определенные в Аф,
Определение 7. Будем называть функционалом /(х), опре­

деленный в Аф, а-аддитивным функционалом, если для любых 
х1г х2 б Аф и чисел аі,а2^>0, ах + а2 = 1

/(«1 Хх + а2х2) = a1f(x1) + а2/(х2).
Замечание. В дальнейшем будем рассматривать лишь такие 

функционалы f(x), определенные в АФ, для которых /(0) = 0.
Тогда для а-аддитивных функционалов могут быть установлены 

следующие теоремы.
Теорема 2. Каждый а-аддитивный функционал f (х) есть 

аддитивный функционал, т. е. для любых х1(х26Аф, где хг + 
+ х2 Аф,

/(*1 + Х2) =/(^) +/(х2).

Определение 8. Будем говорить, что функционал f(x) одно­
роден, если из х, ХхбАф, где X — действительное число, следует

/(Хх) = Х/(х).

Теорема 3. а-аддитивный функционал есть однородный функ­
ционал.

Определение 9. Назовем а-аддитивный функционал /(х) 
^-непрерывным, если хп-^х0 (t) влечет /(хп)-^/(х0) при п-^ос. 
Назовем а-аддитивный функционал f(x) р-непрерывным, еслихл-»х0 (р) 
влечет /(хл)—/(х0) при п-^оо.

Нетрудно устанавливается, что понятия ^-непрерывного и р-не- 
прерывного функционала совпадают.

Определение 10. Будем говорить, что х € Аф есть внутрен­
няя точка, если существуют такие _элементы х^ХзОАф и числа 
“1, “г > 0, а1 + а2=1, для которых х — ах хх + а2х2, причем Xj ф= х2.

Теорема 4. Для того чтобы а-аддитивный функционал f (х) 
был ^-непрерывен (или t-непрерывен), достаточно, чтобы он был 
^-непрерывен (или t-непрерывен) во внутренней точке вида qx0 -р 
+ (1 — q)-0 = qx0, где х0€АФ и или в точке 0.

Определение 11. Будем называть функцию 'Г(v) дополни­
тельной к функции Ф (и) рассматриваемого вида, если она опреде­
ляется следующими равенствами:

Ф (v) = max [uv — Ф («)] при v 0, Ф (v) = Ф (— v) при v < 0.

Теорема 5. Если f(x) есть t-непрерывный (или ^-непрерывный) 
функционал, то он имеет следующее общее аналитическое пред­
ставление для любого х € АФ:

1
f(x) = ^x(t)$(t)dt, (о),.

о

причем ^(t)— такая функция, для которой произведение qfi(t) при 
некотором q, где 0<^<1, интегрируемо с функцией Ф (ц), 
дополнительной к Ф(и).

Если функция Ф (и) обладает свойством (Д2), то Аф—линейное 
множество, которое Орличем С1,8) обращается в линейное норми­
рованное пространство путем введения в нем нормы

1
||х||іф = Ь. s. \x(t)g(t)dt ,

а?<1
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1
где 3g = WI g (/)\dt, причем Ф(г») — функция, дополнительная к 

о
Ф(«)-

Орлич показывает (V), что каждый линейный функционал, опре­
деленный обычным образом, имеет форму (о); и, обратно, каждый 
функционал, имеющий представление по формуле (о), есть линей­
ный функционал. Итак, если Ф(и) обладает свойством (Д2), то по­
нятия /-непрерывного функционала и линейного функционала экви­
валентны.

Ленинградский кораблестроительный Поступило
институт 28 V 1954
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