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МАТЕМАТИКА

Я. Л. ГЕРОНИМУС

О НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 

(Представлено академиком И. И. Мусхелишвили 7 VI 1954)

1. Рассмотрим интегральное уравнение

с
позволяющее найти плотность p(s) логарифмического потенциала про­
стого слоя, расположенного на гладкой кривой С длины / по задан­
ному значению ^(а) потенциала на С; s, а — дуговые координаты то­
чек г, С € С, причем г = | z — С |.

Обозначим через класс функций /(s'), непрерывных на С, для 
которых модуль непрерывности на С

®(8;/) = sup|/(s)—/(8)|, 
удовлетворяет условию Дини — Липшица*

* Свойства этого класса функций детально рассмотрены в (2).
** Предполагается существование первого интеграла.

0)($5/)<М(1g у-) , а>0, а>1. (2)

Если 0(s)EDp, Р>1, где 6 (s) — угол между вещественной осью 
и касательной к С в точке с дуговой координатой s, рассматривае­
мый как функция s, то условие p(s}£Da, а/>1, достаточно для того, 
чтобы для 0<а<Д мы имели право дифференцировать по а левую 
часть (1) под знаком интеграла (\4); в настоящей заметке даны неко­
торые достаточные условия, которым должна удовлетворять функция 
q (а) для законности такого дифференцирования; эти результаты могут 
представить интерес как математическое обоснование решения кон­
тактной задачи теории упругости (см., например, (10)).

2. Теорема 1. Пусть точечное множество Е состоит из ко­
нечного числа дуг, расположенных на С- пусть мы имеем соотношение

1 Г <р (г) dz _  г.».
2га J z — С —/(Л,

Е
где С лежит внутри Е и интеграл понимается в смысле главного 
значения Коши; тогда имеет место неравенство

|/[Ц=о + 5)]-/[« 1.<

+ Сз<0(5; ?) **’ (4) 
е’ Е'—е’

где ю(8; ®) — модуль непрерывности функции ®[z(s)], рассматривае­
мой как функция s; е' = [<з0 — 28, а0 4- 28], а Е' — множество, пробе­
гаемое координатой s, когда z пробегает Е.
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Для доказательства достаточно воспроизвести рассуждения И. И. При­
валова и Н. И. Мусхелишвили (см. (5), гл. III, § 4.5; (6), § 19; см. также (3)).

В частности, если ®(z)€£)a, а>1, то/(С)€Д)а-і (2, 9).
Теорема 2. Если а>1, то для z внутри Е имеем

Ф (z) € D^.
Для доказательства достаточно выписать в явной форме решение 

сингулярного интегрального уравнения (3)*;  так как все функции, 
кроме /(С), входящие в это решение, удовлетворяют внутри Е усло­
вию Липшица с показателем единица, то ф (z) € Da-i (см. также (2, 9)).

* См. (’)• § И, формула'(8) при а = О, Ь — 1, т = 112-

3. Теорема 3. Пусть множество Е лежит на вещественной 
оси; если мы имеем интегральное уравнение

iJ/’Wlg \^p\dx = Q{y\ у£Е, (5)
Е

I*если  для у внутри Е существует производная q'(y)EDa, а >2» 
то уравнение (5) имеет решение р (х) € D^, которое можно найтіы 
решая^сингулярное интегральное уравнение с ядром Коши

= У^Е- (5)
Е

Действительно, будем искать решение р(х) уравнения (5) в классе 
D*,  ^^>1> в таком случае мы имеем право произвести дифференци­
рование в левой части (5) под знаком интеграла и получим (5'); по тео­
реме 2 из условия q'(y)£Da вытекает, что р(х)€Оа-!, где а—1>1.

Аналогично доказывается:
Теорема 4. Пусть множество Е лежит на единичной окруж­

ности, причем пусть ф € Дх сг [0, 2л] для е1* € Е. Если мы имеем 
интегральное уравнение

, * е, dv = qW, 0€^, (6)
2 J sin -g- I

и если для 6 внутри Ег существует производная q'^)EDa, а >2, то 
уравнение (6) имеет решение р (ф) € Da-^, которое можно найти, 
решая сингулярное интегральное уравнение с ядром Гильберта

^Ді- (6')
Е'

4. Мы рассматривали до сих пор решение интегрального уравне­
ния (1) в предположении, что заданная функция ^(а) имеет производ­
ную, обладающую определенным модулем непрерывности; отбросим 
теперь это ограничение и решим (1) при единственном предположе­
нии, что заданная функция q (а) непрерывна на Д; будем считать задан­
ной величину

т =Плі\Р^ ds' 
Е

Обозначим через В область, представляющую собою плоскость, 
разрезанную вдоль Д; через

G(z; co) = g(z; оо) — ih^z-, оо) (7)

обозначим комплексную функцию Грина в области В с особенностью 
на бесконечности; обозначим через p0(s) плотность такого неотрица­

6



тельного распределения на Е единичной массы, для которого

= т’ ^еЕ’ (8)
Е

где 7 — константа Робена области ((8), гл. II, § 4; гл. V, § 3). 
Рассмотрим аналитическую функцию

® (Q =’^ УР № — тРо (s)] 1g ds> (9)
Е

регулярную во всей области В, включая бесконечно удаленную точку; 
на множестве Е ее вещественная часть имеет значение

Re {©О Е. (10)

Функция ©(C) может быть выражена через эти граничные значения 
своей вещественной части посредством интеграла

Е
(11)

где f) — ядро Шварца области В ((7), § 41).
Так как С€5, то, дифференцируя (11) по С, получим

dy _ 1 С Р (я) — тр0 (з) ,
d£ “ 2тг } z — ^ '

Е
(12)

Пользуясь основной леммой И. И. Привалова ((8), гл. III, § 8), мы 
легко найдем решение нашего уравнения

д (s) = тд, (s) — (13)

Ядро Шварца выражается через комплексную функцию Грина об­
ласти В-, для функции p0(s) имеем ((8), гл. V, § 3)

Ро («) = h' (z; оо). (14)
Харьковский Поступило

авиационный институт 24 V 1954

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 Л. Г. Магнарадзе, Сообщ. АН Груз.ССР, 8, 9—10, 591 (1947). 2 Л. Г. Маг­

на рад зе, там же, 8, 8, 509 (1947). 3 Л. Г. Магнарадзе, ДАН, 68, №4
(1949). 4 Я. Л. Геронимус, ДАН, 91, № 6 (1953). s И. И. Привалов, 
Граничные свойства аналитических функций, М.— Л., 1950. 6 Н. И. Мусхели-
швили, Сингулярные интегральные уравнения, М.— Л., 1946. 7 С. Г. Михлин, 
Интегральные уравнения, М.— Л., 1949. 8 Р. Неванлинна, Однозначные ана­
литические функции, М.— Л., 1941. 9 М. Б. Г агу а, Усп. матем. наук, 8, № 1 (53),
421 (1953). 10 И. Я. Ш т а е р м а н, Контактная задача теории упругости, М.— Л., 1949.

7


