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ОБ УРАВНЕНИЯХ ВРАЩЕНИЯ ТЯЖЕЛОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА 
ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ

(Представлено академиком А. И. Некрасовым 4 V 1954)

Уравнения движения тяжелого твердого тела с неподвижной точ­
кой обладают некоторыми характерными аналитическими свойствами, 
которые позволяют интерпретировать движение тела движением мате­
риальной точки. Ниже указаны две интерпретации: 1) движение тела 
можно заменить движением материальной точки по поверхности 
эллипсоида инерции под действием потенциальных и гироскопических 
сил; 2) движение тела можно заменить движением наэлектризованной 
частицы под действием плоского электрического поля и перпендику­
лярного магнитного поля. Движение точки во втором случае проис­
ходит в плоскости. Это создает благоприятные условия для экспери­
ментального построения траекторий наэлектризованной частицы, дви­
жение которой интерпретирует зависимость между углами нутации 
и собственного вращения.

Следствием этих новых интерпретаций является указанный ниже 
вывод о существовании линейного интеграла, отличного от интеграла 
момента количества движения вокруг вертикали. Последний вывод 
является принципиально важным в свете исследований (\ 2) о новом 
интеграле дифференциальных уравнений рассматриваемой задачи.

Пусть f и h — постоянные классических интегралов, соответственно, 
момента количества движения и энергии; А — моменты инер­
ции относительно осей, неподвижных в теле; а, Ь, с — координаты 
центра тяжести относительно тех же осей и Р — вес тела.

Те_орема 1. Если заменить время по формуле dt — ABCDd~ 
где УD — расстояние от неподвижной точки до касательной пло­
скости эллипсоида инерции

А^ + ВУА-ОГА = \, 
и выполнить подстановку

®=arctg(|/^|), 6 = arc cos (/CQ, (2)

то дифференциальные уравнения вращения тяжелого твердого 
тела примут вид }

£], (3)

где г = І5 + jv; + К,

И — ABCD [й Р (аУАЬ + b УВу + сУ CQ — X (А$2 Brf -|- СС2_ 1) |

G = + П — J G^ — k И — 5) bj], (4)
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Уравнения (1) и (3) определяют движение механической системы 
с кинетическим потенциалом

1 /dr \2 х / \ । т т / г- у
ій+лМ+у (5)

при наличии связи (1), т. е. согласно этим уравнениям рассматривае­
мая задача приводится к изучению движения материальной точки по 
поверхности эллипсоида инерции под действием потенциальных и гиро­
скопических сил.

Для доказательства преобразуем уравнения Лагранжа, записанные 
через углы Эйлера, методом Рауса при помощи циклического инте­
грала

Аа (фа + 6 cos ф) + В^ (фЗ — 0 sin ф) 4- Су (фу + ф) = /; (6)
а = sin 6 sin ф, р = sin 6 cos ®, у = cos 6.

В данном случае функция Рауса будет R = R2 4- R± 4- Ro,

R2 — ^-D /ф2С (Ла2 4- В^2) — 2ф 6Су (Аа cos © — В^ sin ф) +

4- 02 (Л cos2® + В sin2®) — (Ла cos ® — В^ sin ?)2]| > (7)

Ri = fD [©Су + 0 (Аа cos ф — Bp sin®)]; (8)

Ro = P (aa + b^ + cy) — y f2D\ (9)

= Ла2 + Bp2 + Cy2.

Выполним замену переменных (2) при условии (1). Тогда, как легко 
видеть, будем иметь:

RZ = ^ABCD^+ Ў + (Ю)

Щ - В) (11)

Р0 = Р(аУАЬ +ЬУВц + сУСЦ — ^f2D- (12)

і Л2;2 4 В2У 4- С2:2. (13)

Следовательно, уравнения движения представляются в виде

v = —• (14)dt дм dr и’ at’ [ '

L=R — N(t) (АІ2 4- ВУ + СС2 — 1),

где N — множитель связи (1). Выполнив замену времени по указанной 
формуле, получим уравнения движения (3).

Теорема 2. Если выполнить замену переменных

£ = угг sn и sn v, ті = - lk сп и сп г>, С = —A— dn и dn v, (15) Ka А'Кн k'Vc 7

определив эллиптические функции Якоби по модулю k (k' = У \ — k2, 
В = — 1)

= О6)
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и ввести новые переменные по формулам
“ v *

Л = В сп2и du, у = Л /Л sn2^ -г В cn2v do, (17)
° о

то уравнения вращения тяжелого твердого тела вокруг неподвиж­
ной. точки после замены времени по формуле

d f ~ (18)

Л= A (kk')2 sn2u sn2v — Bk2cn2u cn2v + C dn2« dn2^, (19)
будут иметь вид

x" = Vx—f£ly’, у" = Vy + f£lx', (20)
где

C(kk’Y , 2 . ,r, i (fk'y ,V = л /, к (cn2« — cn2^ \h — ' v +A (a, v) ■ ’ L 2 Л (u, 1
+ P (ak sn и sn v + ~ cn и cn v + dn и dn , (21)

Q = _W Г / Ч У MW \ , (22)
V-(u)V-(v) L 1 ’ du\AM. ) 4 дД AM У] ’ ( ’

причем \(u) = snucnudnu, p. (и) = /Л sn2u 4- Bcn2u,
v (и) = C dn2zz + k2 (Л — B) sn2u cn2w, (23)

M (u, v) = A'2 — dn2zz dn2y.

В самом деле, как легко видеть, метрика на эллипсоиде (1) при 
помощи подстановки (15) приводится к виду

ds2 = (сп2и — сп2ц) (р2 (и) du2 — р2 (т») dv2), (24)

т. е. координаты и, v для нашей системы являются изотермическими.
Замечание. Указанный переход от углов Эйлера к перемен­

ным х, у связан с обращением интегралов (17) с последующими вы­
числениями по формулам

k' sn и sn v 
І СП и СП V

dn и dn v (25)

На основании теории эллиптических функций (3) легко доказать, 
что переменные х, у являются вещественными, а при помощи инте­
грала энергии

-|-[(У)2 + (У)2]=Н (26)

определяем область их изменения У^О.
Таким образом, указанная в начале электромагнитная интерпрета­

ция рассматриваемой задачи действительно может быть реально осуще­
ствлена.

Теорема 3. Задача движении тяжелого твердого тела вокруг 
неподвижной точки допускает новый линейный интеграл.

Действительно, в работе (4) было показано, что уравнения 
типа (20) всегда допускают линейный интеграл. Совершенно ясно, 
что'Этот интеграл не совпадает с классическим.

Уравнения (20) представляют интерес с точки зрения всевозмож­
ных качественных исследований движения тела, например в теории 
устойчивости по Якоби — Степанову.
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Кроме того, можно искать решения в виде сходящихся рядов 
Пуанкаре Ляпунова, принимая за параметр постоянную/:

ОО ОО

* = *0 + 2 fnxn, у =у0 +2 ГУ*- (27)
Л=1 Л=1

Сходимость этих рядов (и правило вычисления функций х„, уп, 
п — вытекает из теоремы Пуанкаре (5, 6). В соответствии
с этим вопрос об интеграции уравнений (20) при/=0 приобретает 
существенное значение.

Среднеазиатский государственный университет Поступило
им. В. И. Ленина 29 ПІ 1954
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