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ОБ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ОПЕРАТОРОВ. I.

(Представлено академиком В. И. Смирновым 24 V 1954)

1. В настоящей работе мы находим в /2 общий вид оператора 
энергии Нр, удовлетворяющего следующим условиям:

I. Матрица Нр эрмитова, линейна относительно р (р>0) и имеет 
вид

/1000.. д
нг=н.+срК лДХ:::). ' ш

где Но ограниченный эрмитов оператор, ас — положительная посто­
янная величина.

II. Матрица Нр для каждого значения р>0 имеет одно и только 
одно собственное число Ер (уровень энергии), причем

Ер = с ]/т2с2 4- р2 *. (2)

* Соотношение (2) выражает известную в релятивистской механике связь между 
энергией и импульсом частицы.

Доказывается, что если матрица Нр удовлетворяет условиям I 
и II, то она унитарно эквивалентна (при условии простоты 
спектра Нр) матрице тс2Т-У cpjo, где Т — матрица вида

/ ООО... X
о 1/2 0 о. .. \

7 - о 1/2 о 1/2 о... (3)
\ о 0 1/2 о 1/2. . . у

Таким образом, матрица Но, играющая роль „энергии покоя", уни­
тарно эквивалентна матрице тс^Т, спектр которой, как будет показано, 
непрерывен и заполняет интервал [— тс2, тс2].

Матрицу 7, входящую в равенство (3), мы будем называть матри­
цей Чебышева, так как полиномы Чебышева

7oW = l, ТпУ) — У2 cos («arc cosX) (n^-1), 

образующие^ ортонормированную систему по отношению к весу 
V РО — к р >2 (—удовлетворяют, как известно, рекур­
рентным соотношениям Л (X) = Т. (X) = 2X7^ (X) — У2~ То (X),
Tn (X) = 2Х7'„_1 (X) — Тп-2 (X) (п 3), эквивалентным уравнению

Т^=>^ (-1<х<1), (4)
где Л = (Т0(Х), Т^),...].
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2. Пусть — ограниченная эрмитова матрица и Нр = pj^ 
Имеет место соотношение

и™ (5)

где ?р(М = ((^р —Фо), Фо = (1, 0, 0,...).
В самом деле, полагая и = (НР— X/) 1ф0, будем иметь (Но— )J)u + 

+ Р Фо) фо = фо, и = [1—р(и, фо)] (Я0 — ^)-1Фо-
Умножая обе части последнего равенства скалярно на ф0, мы полу­

чим равенство ©/,(Х) = (1—^?fO'))?oW> из которого следует фор­
мула (5). ‘

Пусть теперь А — некоторая матрица Якоби, т. е. матрица вида

А =

[ а0 Ьо 0 0 0 . .
I Ьо аг Ь1 0 0 . .

О Ьі а3 b3 0 .. 
у О О Ь2 а3 Ь3. .

(— oo<Lak<^oo, bk >0, k = 0, 1, 2, . . .).

Известно (г), что каждой ограниченной (| ak | и bk ограничены 
в совокупности) матрице Якоби можно поставить в соответствие 
систему полиномов Pk(J (^ = 0, 1, 2, ...) и неубывающую функцию 
Рд (X) (а <С X <; Ь) так, чтобы выполнялись соотношения

\Pk (X) = bhPh+1 (X) + akPk (X) + bk^Pk-^) (^ > 1);
Р_х(Х) = О POW = 1;

J Pj (X) Ph (X) dPA (X) = okj (kJ = 0, 1, 2, ...). 
a

Элементы матрицы А однозначно определяются функцией рд (X) по 
формулам

ajh = \tPj(t)Ph (t)dPA(t). (6)
а

Кроме того имеет место соотношение

(И _ Х)~іф0, ф0) = j [а, Ь]). (7)
а

Спектр матрицы А совпадает с множеством точек роста функции 
Рд (X) (а -А X Ь), причем собственным числам матрицы А соответствуют 
точки разрыва функции Ра (X),

3. В случае матрицы Чебышева А = Т полиномы Pk (X) = Th (X) 
(6 = 0, 1, 2, ...), производная р'г (X) = -j7==- (— 1 <Х< 1), а функ­

ция ^Г)(Х) = ((Г —Х/)-іф0, ф ) = А V---------А--------- _ _ _ 1 -
0 w (<-х)ГП=7Г Гх*-1

(sign Im]/X2 — 1 = sign Im X).
Покажем, что матрица Нр —mc2T + cpj^ (р>0) имеет одной 

только одно собственное число ЕР = ge3 ограничения
общности можно принять, что т = с — \. Воспользовавшись форму­
лой (5) и равенством (X) , мы получим для ?/,(Х) =
— ((Нр — Х/)-^, Фо) выражение

■р (М = [-1,1])- (8)
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Формула обращения Стилтьеса показывает следующее

1)р/,(^) = 0 при и

2) ^^) = TC(V+i-/2)>0 ПРИ -1</<1.

Кроме того нетрудно показать, что

Рр + 0) — рр ().р — 0) = —J
_____  V1 + рг ’ 

где Хр = }/1 + р2.
С0(™^ний ВЬ1Текает, что матрица Нр =

о Т ° УдовлетвоРяет условию II и что непрерывный спектр 
этой матрицы совпадает с сегментом [—тс2 тс21 р

Собственный вектор 1Р = Ыр), х^..можно найти, 
систему уравнении ’ решая

Рхй (р) + Р/2 а (р) =

(р) 4- 1/2х2(р) = У1 4-р2хх (р), 

/2-^1 (р) 4- 72X3 (р) = 1 4- р2 х2 (р), 

(т=с=1, л0(р)=1, р>0).

Полагая £=sh 5,_мы получим для 1Р выражение
1рГ и е~^' 1/2 (1’ ^~(Ер-р), /2“(Ер — р)2, . ..).

4. Имеет место следующая теорема:
Если Нр (р '0) матрица, удовлетворяющая условиям I и II, 

то пр унитарно эквивалентна матрице вида

тсгТ + ср}а 0\
0 Ср

где С эрмитова матрица, не зависящая от р.
7^ля доказательства рассмотрим инвариантное относительно Нр 

(Р^^) подпространство образованное линейной замкнутой обо­
лочкой векторов Н^о (п = 0,1,2,...). Пусть Pft(X) (k = 0, 1,2,. . .)— 
ортонормированная система полиномов по отношению к нагрузке 
Ро Фо) (а-^X-^ b), где Е\ — спектральная функция опера-
тора Но. Выбирая новый ортонормированный базис Фь = Рь (Но) ф0, 

• • •)’ мы приведем (I) матрицу Но к якобиевой форме.
Как известно, добавление вполне непрерывного оператора не меняет 

точек сгущения спектра (1), и отсюда следует, что собственное зна­
чение Ер = }/1 4- р- (р > ]/|| Нп j|2 — 1) не может принадлежать непре­
рывному спектру оператора Нр. Являясь единственным полюсом 
функции , число Ер удовлетворяет уравнению

1 + Р'^о №р) — 0. Таким образом, <р0(Х) = — . Последнее выра-г 1
жение совпадает с найденным ранее выражением ®*Г)У)для матрицы 
Чебышева.

Из равенства функций ©0 (X) и (X) следует, что р0 (X) = W и 
Нй — Т на подпространстве ^0.
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Отметим еще, что из формулы vp (к) = ----■ * следует, что 
оператор Нр при имеет единственное собственное число
Ер = —с У/п2с2 + р2.

Если дополнительно потребовать, чтобы матрица Нр (—oo<Zp<C 
< + оо) имела простой спектр, то будет совпадать со всем про­
странством.
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