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МАТЕМАТИКА

М. И. ГУРЕВИЧ

О НЕКОТОРЫХ РЕШЕНИЯХ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

(Представлено академиком Л. И. Седовым 27 IV 1954)

Волновое уравнение

дх ду2 дг2 ~ U О)
путем замены переменных 

cos a sin о
= z = -rcth8 (2)

можно свести к виду
_ 1 _д_ /2 ^9 \ 

да2 О82 sh2 8 dr \ dr J'

В дальнейшем будут рассматриваться решения (1) только внутри 
конуса

z2 —х2—у2 = 0 (z>0). (4)

В этом случае г = Уг2 — х2—у/2 будет действительно. Решение(1) 
будем искать в виде

? = + г2^ + • • • + гп ?я + ... (5)

Уравнение (1) удовлетворяется, если каждое ®„(о, а) удовлетворяет 
уравнению

д^п п (1 + п) n ,R.
да2 + д82 ~h2 8 ’ W

Если обозначить через vn произвольную функцию от 8 и а, то 
имеет место тождество

, дМ (v )
M^v^^---- -(n + l)cth8Mn(^„), (7)

где Mn^n) изображает левую часть уравнения (6), a vn+i = dvn/до — 
— (п + 1) cthS-^n-

Можно получить решение (6), зависящее от произвольной гармо­
нической функции [Fn (о>) Еп (<«)] / 2, где ® = 8 4- ia.

Очевидно, что если Мп ^п) = 0, то и Л4п+і = 0- Так как 
[Fn (®) ф- Fn (оэ)] / 2 является решением уравнения (6) при п = 0, то при 
помощи (7) отсюда можно получить решение уравнения (6) в виде

= sh^Sfsho^-) 
\ UQ J

Fn (“) +Еп^) 
2sh 8 (8)

Для определения функций /уД®) следует обратиться к граничным 
условиям конкретных физических задач. Решение, аналогичное (1), 
хотя и в другой форме, имеется в работе С).
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Перейдем к анализу решения (8). Можно показать, что функция 
определяется с точностью до слагаемого 

п
F^ (®) = 2 ch + ck sh km), (9)

h=l
где bk и Ck — произвольные действительные постоянные, так как функ­
ции (“) тождественно обращают в нуль правую часть (8). Чтобы 
избежать решения граничных задач для не вполне определенных функ­
ций Fn(®), можно ввести новые функции

г. w “(₽ - »’) ■■■(₽-2!) (»“ ‘)F- W- С °)

Функции Z„(<o) определяются точно, так как F^ (“) под действием 
оператора, стоящего в правой части (10), исчезают. Если Zn(m) из­
вестно, то для нахождения Fn(®) следует проинтегрировать уравне­
ние (10). Воспользуемся для этого символическим методом (2). Обозна­
чая d / dm через D, разложим на элементарные дроби функцию

________1________ = А"- п . ж п 4. ж Льп . , Д. и _ ц jч 
(D2 —л2) . . . (О2 —1) D — n ~ D + n п ■ • • Т 1 -Г D + J • 04

Тогда общее решение (10) имеет вид:
п

Fп (<о) = 2 Ah, п 
fe=l

со

e~h(* Znd& ^-йсо eku zn 
«о

n
+ 2 ch krn 4- (ch + idh) sh A®].

h=l
(12)

Постоянные bk и Ck, как было отмечено выше, совершенно произ­
вольны; ak и dk следует определять из граничных условий, например, 
на конусе (4).

Из формулы (12) можно вывести важное следствие. Заменим пере­
менное ® через т = е“. Тогда интегральные члены в (12) будут иметь 
вид

Ah, n J Zn г- <л+« dz — J Zn d^ .

Очевидно, что для того, чтобы Fn^) не имело логарифмической 
особенности при т = 0 (ось г), производные Zn^) должны удовлетво­
рять условиям

dh zn (?) \ чД - =0 (6=1,2......... п). (13)
d? /т=о

Эти условия обязательно следует иметь в виду, когда ось z на­
ходится в среде, для которой имеет место волновое уравнение.

К функциям Zn(m) можно придти и другим путем, который может 
оказаться полезным при выводе граничных условий для Zn(m). Если 
искать решение (1) в виде

ОО

со = 2 а), (14)
1

то принимая, что решение (14) тождественно с (5), можно доказать, что 
а"£-Дг"Л(8.°)] = (-1)пКе2п(®).

Поступило
21 IV 1954
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