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МАТЕМАТИКА
М. Г. КРЕЙН

ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ, ПОРОЖДАЮЩИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 2-го ПОРЯДКА

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 15 IV 1954)1. Пусть L (s, 7) (0 <;«,/</?) —некоторое непрерывное, вообще говоря, комплекснозначное ядро. Обозначим через II множество всех 
a (Q ^a<ZR), для которых интегральное уравнениеg(Z) + J/-(Z, s)g(s)rfs= 1 (1)

Оимеет единственное решение. Очевидно, Il по выбрасывании из него точки 0 есть открытое множество, содержащее некоторый интервал (0,6). Решение g(t\ а) уравнения (1) при любом а (г II можно пред­ставить в виде:
g (t\ а) = 1 — \ Га (/, s) ds (0-^t^.a), (2)

огде Га (/,$) —резольвента, определяемая уравнениемГв (7, s) = L (7, s) — j L (t, г) Га (r, s) dr (G^s,t^a). (3)
0Из (3) легко получается формула для производной:дГа (t, s) ) да = — Га (а, s) Га (t, a) (а^ II, 0 s^.a), (4)которая в соединении с (2) дает

dg (1-, а) / да =— Га(1, a) g (а, а). (5)2. Пусть теперь L (t, s) = Н(\t — s\) (0-^t, s-^R), где H (t)(О < 7 < 27?) — какая-либо непрерывная функция. В этом случаеГа (7, s) = Ms, t) = Га (а — t, a — s'), g (t-, а) = g {a — t\ а), (6)
dg (a-, a) I da = dg (0; a) Ida = — Га (0, a) g (a-, a). (7)Так как g(a-,a)^\ при a-»0, то при достаточно малых а>0

g (a; а) = exp (— $ Г^ (0, s) ds \ >0. (8)
' О /Если II [0,7?), то это соотношение будет верно для всех а С [О, R). Нетрудно показать, что теперь функция g (Т, a) (O-^t^a; аЫТ)будет непрерывно дифференцируемой и по 7 и, более того:

dg(t-, a)/da = g(a; а)[Га(7, а) — Га (7, 0)] (0<7<а). (9)21



3. Если 2г€Л, то уравнение
q(t;r)+\ H(\t — s\)q(s-,r)ds = l (Ю)будет иметь единственное решение:^(s;r) = ^(—s;r) = g(s + r;2r) (0<s<r). (Ц)Из соотношений (5) и (9) найдем, что

dq (s; г) / ds = q (г; г) [Г2Г (г — s, 0) — Г2г (г + s, 0)]; (12)
dq (s; r)/dr = — q (г, г) [Г2Г (г — s, 0) + Г2г(г + s, 0)]. (13)Теорема 1. Пусть H(f) (0<3<2/? — непрерывная функция 

такая, что для любого г (0 г </?) уравнение (10) имеет единст­
венное непрерывное решение q (/; г) (0 г; 0 <; г < A?). Tozda эта
функция mopoMdaem» duффepeнцuaльн0e уравнение

^(р^'^РУ^ (14)
zde р (г) = q2 (г-, г), с решениями

Г
®(г, у?) = JL^(s; f) cos xs ds Ip (r); (15)

0 
r

= ^ds/p^> (16)
0

zde
tx® (t, x) = sin it + H (t — s) sin ns ds (0 <; Z </?), (17)
0

причем
ф(0;х2)=1) ®' (0; X2) = о, 6(0;х2) = 0, Ф'(0; х2) = 1. (18)Положим Ф (г; х2) = q (г; г)» (г; х2); тогда в силу (13) будем иметь

ГФ (г; х2) = cos х г + K(r, s) cos xs ds, (19)огде
К (г, S) = - Г2г (Г + s, 0) - Г2Г (г - s, 0), (20)а следовательно:

2гФ (г; х2) = cos хг — \ Г2Г (s, 0) cos х (г — s) ds. (21)оВспоминая (4), убеждаемся в том, что функция Ф(г;х2), а с ней и функция ф(г;х2) непрерывно дифференцируемы, а именно:
Ф' (г; х2)= — 2Г2г (2г, 0) Ф (г; х2) - х 2гsin хг — Г2Г (s, 0) sin х (г — s) ds о

2г

= 2Г2г (2г, 0) Ф (г; х2) — х sin хг + х [Ггг (г—0)—Г2г (г+s, 0)] sin xs ds.о22



Используя (12), последний интеграл можно будет проинтегрировать по частям, после чего без труда найдем, что
р (r)Х У ($; г) cos xs ds = — х2 р (s) ср (s; х2) ds.о оОтсюда уже вытекает, что ср удовлетворяет уравнению (14) и условиям (18). Установление аналогичного для ф не требует сущест­венно новых! средств.4. Если при данном г уравнение (10) имеет некоторое решение 

q (s; г) (—r<(s<;r), то оно будет иметь и четное решение [q (s; г) + 
+ q(—s; r)]/2. С другой стороны, всякое четное решение q (s; г) урав­нения (10) удовлетворяет, очевидно, уравнению

q (t; г) + § F(i, s) q (s; r) ds = 1 (0<Z<r), О (22)
где F(t,s) = H(\t — s\) + H(t + s)Обратно, всякое решение q(t',r) (0<Z<r) уравнения (22) после экстраполяции q (— г) = q (ф, г) (0 < г) становится решением урав­нения (10). Обозначим через 1н и If, соответственно, множества точек 
г (0^.r<ZR}, для которых, соответственно, уравнения (10) и (22) имеют единственное решение. Согласно сказанному выше 1н с If- Для г 6 1р единственным образом определяется функция К (г, t) (0</<^г), удо­влетворяющая уравнению

К(Г, /) + ^(r, s) f(s, t)ds + F(r, 0 = 0 (0</<r); (23)
Опри этом (в согласии с (13), (20) и (2)) для г (:1ц:

dq (г, t) / dr = q (r,r)K(r, f) (0<ДО), q (г; г) = 1 + К (г, I) dt. (24) оЛемма. Если г € IF, то однородное уравнение
ГХ(0 + J H(\t-s\)z(s)ds = 0 (25)

— Г

имеет нетривиальное решение в том и только в том случае, когда 
q (г; г) = 0. Если q (г; г) = 0, то общее решение уравнения (27) опре­
деляется по формуле

t— Х(— 0 = = const- \К(г, s)ds (0</<r). (26)
О5. Нас будет интересовать тот случай, когда 7/?=[0, R), а следо­вательно, функция q (t; г) определена во всем треугольнике △ (0 •< г;Наши методы позволяют доказать, что если функция 

И (t) (0</<2Я) й(>0) раз непрерывно (абсолютно непрерывно) дифференцируема, то в этом и только в этом случае функция q(t’,r)
<ZR) будет k+ 1 раз непрерывно (абсолютно непрерывно) диф­ференцируемой. Одновременно в этом и только в этом случае ядро 

К {г, t) будет иметь непрерывные (абсолютно непрерывные) производ­ные по г и t, простые и смешанные, до порядка k включительно.Теорема 2. Пусть Н(t) (0<Д<(2/?)— абсолютно непрерывная, 
функция такая, что для любого г (O^r <CR) уравнение (22) имеет 23



единственное решение. Тогда функции Н (t) можно сопоставить диф­
ференциальную систему.

z"—V(r)z + Xz = O; z(O) = l, z’(0) = h (Q^r<R), (27)
где V (г) = 2d К (г, г) / dr, h = — 2Н (0), (28)
причем ядро К (г, t) (0 С / < г У R) определяется из соотношения (24).

Решением дифференциальной системы (27) будет функция Ф(г;Х) (0 г < R), определяемая по формуле (19), где = Уь.
Обратно, каково бы ни было комплексное число h и комплексная 

функция У (г) (0<:г</?), интегрируемая в любом интервале (0, а) 
(ОУаУР), всегда найдется одна и только одна абсолютно непре­
рывная функция Н /t) (Оу. t y2R), порождающая указанным обра­
зом дифференциальную систему (27). Эта функция может быть 
получена по формуле

2H(t)= dGh(ll 2,1/2)/dt (0<Z<2/?), (29)
где ОьУ ^) —решение дифференциальной системыd2 Gh f dGh dGh \Ол(ОД)-1, Ы-^5 = 2Л
в треугольнике УуУ’ё.У Р).Заметим, что q (г; г) = Ф(г, 0), и поэтому при Д=[0, R) множе­ство нулей функции q (г; г) состоит из конечной или бесконечной последовательности точек (РУ) г1Уг2У... «/?). Для всех из [0, R) дифференциальное уравнение из (27) получается из уравнения (14) простой подстановкой: z = Уру (у= q У, г)у). После этого нетрудно сообразить, что функцияф (г; X) = <о (г; X) + К (г, s) «> (s, X) ds (0 <С г У R)оявляется вторым решением дифференциального уравнения (27), причем ф (0; X) = 0, ф' (0; X) = 1 (о> определено в (17)).Заметим еще, что результаты настоящего исследования без труда обобщаются на случай интегральных уравнений (10) и дифференциальных уравнений (14) или (27), в которых H(i), q у г), р/r), у/г), V (г) и z (г) суть квадратные матрицы-функции одного и того же порядка.За недостатком места здесь опущено сравнение полученного с исследованием И. М. Гельфанда и Б. М. Левитана (2), представляю­щим важный этап на пути установления приведенных здесь более общих и в некотором смысле более точных результатов.Одесский институт Поступилоинженеров морского флота 13 И 1954ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА1 М. Г. К р е й н, ДАН, 88, № 3 (1953). 2 И. М. Гельфанд, Б. М. Левит а н, Изв. АН СССР, сер. матем., 15 (309) 1951. 3 М. Г. Крейн, ДАН, 94, № 6 (1954).
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