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МАТЕМАТИКА
Л. М. ГЛУСКИН

АССОЦИАТИВНАЯ СИСТЕМА КВАДРАТНЫХ МАТРИЦ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 23 IV 1954)

Множество Gn всех квадратных матриц n-го порядка над произ­
вольным полем Р образует ассоциативную систему относительно 
умножения матриц. Гомоморфизмы этой системы рассмотрены 
И. Мальцевым (х) и Н. Сиверцевой (2).

В настоящей заметке дана внутренняя характеристика системы Gn. 
Результатом является следующая теорема:

Теорема. Пусть 0 — нуль, a elt е2,... ,еп — попарно перемести- 
мые примитивные*  идемпотенты системы G. Система G тогда и 
только тогда изоморфна системе Gn всех квадратных матриц 
порядка п над некоторым полем Р с заданной му льтипликативной 
группой **,  когда:

* Идемпотент еДО системы G называется примитивным, если в G не существует 
идемпотента е' (е'^е, е'Де>) такого, что ее'е = е'.

** Существуют неизоморфные поля с одной и той же мультипликативной груп­
пой, т. е. поля, изоморфные только относительно умножения (3).

I. Подсистема efiCi с: G изоморфна мультипликативной систе­
ме поля Р. Л ля каждого еь существует пара элементов хД:Сек, 
Xk^G такая, чтоХкXk =

II. Для каждого примитивного идемпотента е системы G суще­
ствует такой элемент z(:G (z=)=G), что ze = 0.

III. Каковы бы ни были п2 элементов xik € ei Gek (i, k — 1, 2,..., ri), 
существует (и только один) элемент xQG такой, что е, хек = х^.

Необходимость условий I—III очевидна: в качестве (г = 1,2,..., п) 
можно взять матрицы, у которых і-н элемент главной диагонали равен 
1, а все остальные элементы равны нулю.

Доказательство достаточности следует из приведенных ниже лемм 
1—6, где G —произвольная система, удовлетворяющая условиям 
теоремы.

Пусть 1—единица, а 0 — нуль поля Р. Вследствие I каждый эле­
мент подсистемы e1Ge1 можно обозначить через ае1к где а € Р (1^= ег, 
6^! = 0), причем ае1-^е1 = (у^е^ Кроме того, введем обозначения: 
е^квк = e^k, екХьв! — ehl (см. (*))  и

ец-^е1-е1к = ^ік (1)

(вместо leik будем писать просто ецД
Лемма 1. При обозначениях (1) подсистема е,Оек системы G 

(i, k = 1, 2,..., ri) совпадает с множеством U аеіь (а€Р), причем 
еи = ei, ве.к = 0 и

aeij-$ejn = №)віт, aeij-^ekm^O, (j^=k). (2)
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Доказательство. По определению
ClkCki 1 ^1» Суквк — Cikt Скек1 = Cki» (3)

Вследствие = О и (1) получим 6eift = 0. Обратно, если aetk — O, 
то из (3) следует, что е1і-аеік-ек1 = аеі = 0, т. е. й = 6.

Так как еіек = скс, и еі, ек примитивны, то е,ек = 0 при i=£k. 
Отсюда и из (1), (3) имеем (2). Из (1)—(3) и примитивности et получим, 
ЧТ°Вследствие (1), (3) ае-^Е eiGek при любом а€Р. Обратно, пусть 
х € etGek. Тогда €ііхекі б e^xeki = аТі> -х = еіхек = е^ (e^xeki) е1к = 
= ец-ае1-е1к = аеію Если при этом x'EeiGeh, ег1хек1 = е^х'вкі, тох'=х. 
Лемма доказана. ч

Лемма 2. Пусть a,bEG, eiaej = G npuj=/=j(t), ефек = У при 
j =j= j (k), где j (i) (j(k)) — один из индексов 1, 2, ..., n. Тогда для любого 
элемента xEG

et (ах) ек = еіаеЛіу ej^xek, et (xb) eh = eixejW-ejW beh.

Из е2 = ещ eiCk — 0 при i =j= k получим, что ek (e, a) em = ek (ei ае^ em 
при k, m — 1, 2,..., n. Вследствие HI eta = еіаеці) и, аналогично, 
bek = ен^ beh. Отсюда непосредственно следуют оба равенства леммы.

Лемма 3. Если а, b — любые элементы из G, е,аек = ^ikCik, 
ефек = ^keik (i, k - 1, 2, ..., n), mo

Ct (ah') ek — f • • •, а/л?ль)> (4)

где f(alt a2,..., яя) однозначна, определена всюду в Р и не зависит от 
^Доказательство. Пусть 8/; Ху (/=1, 2,..., п) — любые 
элементы из Р, Из III и леммы 2 следует, что в G существуют 
такие элементы с, d, s, t, для которых: eicej = ^6^, ejde1 = ^ej1, 
ejtej^jejj, ере^^ен и ekcej = ejdek = Q при k^l; ejteh = ejseh=O 
при k^j (j = 1,2,... ,n). Тогда cd 6 efie^ t. e. cd = y fo, 72, • • •> 7«! 
o1; S2,..., 8n) бц. Однозначность функции <p следует из III и однознач­
ности действия в G.

Из лемм 2 и 1 получим, что e1(ct) ej = ^j\jelj, ej (sd) е^Т^е^, 
ei (cis') ек = вісец. Вследствие III cts с и

© (v; M ^11 = cd = d-sd = ф (Хд/ en.

Таким образом,
? (Ті> 7г> • • • ’ Т«> ^2> • • • > °л) = У (Ті°і> Тг^2> • • •,

Пусть і, k — любые из индексов 1, 2,...,«. Взяв 7; = а;;, 8У == p7-ft, 
получим из III и леммы 2: eta — е^с, bek — de^ и Ci (ab) ек = е^ (cd) е1к, 
откуда и следует (4).

В леммах 4—6 а, b — такие элементы из G, что
e^ej = ejbey = е]х, екае, = ejbek = 0 при k У= 1. (5)

Лемма 4. Определенная в лемме 3 /(«j, а2> • •., ап)_ симметриче­
ская функция своих аргументов.

Доказательство. Пусть и EG, i — любой из индексов 2, 3,..., п, 
0^61 = 6^, війві^еіі, ejuej — ejj (J^T i)\ во всех остальных случаях 
екиет = 0.

Из леммы 2 следует, что
е± (аи) ех ^е^, ві (аи) еі == ^е^, в! (аи) ej = ад17 (у У= 1, i), 

е1(аи2) ек^= ек(иЬ)е1~ек1 (k — 1, 2, ... ,п).



Из Ш и из леммы 2 заключаем, что аи2 = а, поэтому
f(olt а2,... ,ап) е^ — ab = au-ub = f(ait а2........а^, ах, «ж, • • •, а„) £?п.

Лемма 5. Пусть а, р, X, aj — любые элементы из Р. Тогда

f{a, 6, 0,... ,0) = а,

f (Хах, Ха2, . . . , Ха„) = X/ (а1( а2, . . . , а„), (7)

а2,а3,. .., а„) = /(ап ... ,/(а2, а3,... ,ап, 6), 0, , 6), <8)

f(f^, ₽, 0, • • •, 6), Ъ б, • • • , 6) Ж Ъ 9, • • • , 0), 0, • • • , 6). (9)
Доказательство. Из леммы 2 получим, что

/(а, 0,..., 6)еи — ае^-Ь — ае^-віЬе^ = аеи;
G<i • а) е, = Хеи • ехае, = Ха^і7,

/(Хап Ха2,. . ., Ха„) еи = (Хеи • a) b = Xeu (ab) = Хеп •/(ап а2, • •. а„) еп.
Таким образом, (6) и(7) доказаны. Пусть теперь с, dEG, еуе1=^е 

ejce2 = ej2(J ¥=1)> ejde1 = e^d = 1, 2); во всех остальных случаях 
ejcen = 0; ejdek = 0. Применяя III и лемму 2, получим, что cd = ь. Но 
из лемм 2 и 3 следует (ас) = а^, ег (ас) е2 =f@, а£, а3,... 
...,а„)с12, с1(ас)с; = 0 при j =р 1, 2. Поэтому

/(ап а2,..., а„) со = ab = ac-d = / (ах, /(6, а2,.. . , а„), 0, . . . , 0) еи. 
Чтобы доказать (8), остается лишь применить лемму 4.

При «>2 (9) непосредственно следует из (8) и леммы 4. При 
п — 2 (9) вытекает из равенства произведений ху-Ь и x-yb, где 
х, у, bEG-, е^ = е1Ь еДе^ = e^j = 1, 2), exyex = «eu, exye2 = p^12( 
e^ye^ = yc22, e2xej = ejbe2 = e2ye1 = 0.

Лемма 6. Для всякого элемента аЕ Р существует такой элемент 
а'€ Р, что f(a, а', 0,..., 0) = 0.

Доказательство. Используя III и леммы 1, 2, убедимся, что 
определенный в (5) элемент b является идемпотентом. Пусть d2 = d, 
bdb = d. Тогда, вследствие = 0 при k=p\ и леммы 2,

Cidek = etbdbek = 0 при k=pl-,
еДе^ = etbdbex е^-еДе^е^ = = tCo;

Sc,! = еР^ — eid~e1 = eide^ • еДе^ = o2eit.

о2 = 8. Если 8 = 9, то d = 0; если 8 = 1, то d = b, т. е. b — прими­
тивный идемпотент. Вследствие II в G существует такой элемент 
z =р®, что zb = 0. По крайней мере один из элементов eizej = а-^ец 
отличен от нуля (иначе было бы z = 0). Если a-hm^pb, то из Ck^z^e^ 
= /(«fex> ak2, • • • , ahm, • • • . ^kn)ek! = 0 и из лемм 5 и 4, обозначив 
f (aftl, ah2,. .., ah, m_x, 0, aki m+1,... , akn) = получим f (akm, p, 0,... , 0) = 0.

Для любого элемента a б P найдем 7 из уравнения ahm 7 = а. Вслед­
ствие (7) /(a, Ру, 0,..., 0) = 0. Лемма доказана.

Введем обозначение

/(а, р, 0,. . . , 0) = a + р (а, р € Р). (10)

Из лемм 4—6 следует, что множество Р относительно действия 
(10) и заданного в нем действия умножения является полем.

III и лемма 1 устанавливают взаимно-однозначное соответствие 
между элементами системы G и матрицами системы Gn над полем Р: 
матрице (aik)^Gn соответствует элемент a EG, если еіаек = aiketk 
(i, k= 1, 2, ..., n).
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Из (8) и леммы 3 следует изоморфизм систем G и Gn: если 

eiaek = aiheik, eibeh = ^ihSik (G k = l, 
TO 

(n \

z
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