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МАТЕМАТИКА

Я. Л. ГЕРОНИМУС

О НЕКОТОРЫХ АСИМПТОТИЧЕСКИХ СООТНОШЕНИЯХ В ТЕОРИИ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 6 IV 1954)

1. Рассмотрим многочлены {Pn(z)}, ортогональные на единичной 
окружности

О'0) Рт {е^) do (6) = отп, Pn(z) = anzn + ..., (1)
О

относительно некоторого обложения do^; введем также функции 
второго рода С1)

2л .0 2Л
Qn57^Рпd°(6) = 77 + °

о 0 о
(2) 

являющиеся коэффициентами формального разложения

^-c^p77Q7z\ (3)
n=0

Теорема 1. 1) В области |z|<l имеем

limQ„(z) = 0, 2 IQn(z)|2<oo; (4)
П^т л~о

2) существует подпоследовательность {т,}, для которой имеет 
место предельное соотношение

'« Нт . = 1 + -jU V4 «I), НО. ЛИ = ,
k ' о

(5) 
где ф (6) — неубывающая в [0, 2л] функция с бесчисленным множе­
ством точек роста, к которой сходится в основном подпоследова­
тельность функций

е
К 00 = \ I (&), Ит Ф (6) = ф (6); (6)
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3) при выполнении условия

V 1g а' (6) dd (О

имеет место предельное соотношение 
е

lim = 0> И <1, (8)

где ^(z)— аналитическая функция, регулярная в области |г|<д. 
при этом разложение (3) сходится при |С|<1, |z|< 1, схо­
димость (6) в этом случае равномерная.

Справедливость утверждения 1) доказана в (х).
Для доказательства 2) находим произведение

2тг
с А (г) Р» (4) = i Ш Р" Р» (т) ~ Р" (т)} d° (°) +

О ' '
2к

+ С = е»; (9)
11 о

пользуясь обеими теоремами Хелли, приходим к (5), причем функция 
ф (6) определяется из (6).

Воспользовавшись формулами (‘)
2к

-Q„(z) = Q„(z), О„(г) -Pn{z)}da{d\
О

Рп (z) Qn (z) + Рп (г) (г) = —, С = е'0 (Ю)
Со ’

а также неравенством С1)

(1 - I Z |2) 2 I Pk (2) I2 Pn^

k—0

1, (Н)

мы легко находим

+ А,цг) ,

(і - рп 21 ph (2) i2

Так как имеем (x) h~°

И<1. (12)

I РП Рп I < I Рп (2)J2

(і-і2і2)2і^(2)р 'р^
fe=0

ІгІ< 1, 
то в общем случае справедливо неравенство

Qn (г) (2)
<2 + _4 I 2 I Cp 

1-1 2 I2’

РП&
Pn (г)

И< i; (13)

1 1
2 >
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если же существует интеграл (7), то имеем (х)

limPn(z) = 0, lim (z) = u (z), limX„(z)=0, |z|<J, (14)
/1-*оо п—п—►»

откуда вытекает (8); так как из сопоставления (5) с (14) и (12) мы 
имеем

2" ,й 
'• И<‘-

о

то отсюда находим ф (9) = 0. Равномерность сходимости вытекает
из теоремы Полья (3).

Сходимость разложения (3) при условии (7) вытекает из сходи­
мости рядов

ОО ОО

SlQK)|2, |z|<l, (15)
h—о fe—о

первый из которых сходится всегда, а второй при условии (7).
2. Формулу (8) интересно сопоставить с предельным соотношением

М^Ж°)Г = /-♦оо
1

а'(9) ’ (16)

имеющим место почти всюду в [О, 2^J при выполнении (7), а также? 
с предельным соотношением

а
ІІШ \ 
k—>оо J 

О

rf6

КХ I2
= 0(9), (17)

справедливым независимо от (7).
Из (15) —(17) и из теоремы Полья (3) о равномерной сходимости 

вытекает
Теорема 2. Существует подпоследовательность многочленов 

{Pnv(z)}, для которой существуют пределы

г .
lim । 1 V М I — ККіТК 

62-01

( °2 1

V А 1

(18)

(18')

где [О^ 62| G (0, 2л| — произвольный отрезок, причем (18) справедливо, 
если функция о (9) непрерывна, (18') - при условии (7).

3. Рассмотрим теперь теорему, устанавливающую некоторую зави­
симость между ограниченностью бесконечной подпоследовательности 
многочленов {Pn^z)} и свойствами функции а (6).

Теорема 3. 1) Если существует бесконечная подпоследователь­
ность многочленов (P^tz)}, равномерно ограниченная сверху

\Рп^\<М, |z|<l (7=1,2,...), (19)

то справедливо неравенство

-- - > X21 ’ (°- с (°’ 2яЬ (20)
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обратно, из этого последнего неравенства вытекает

Игл (21)

.2) из равномерной ограниченности снизу

l^v(^0)K«, 0<6<2тг (v=l,2,...), (22)

вытекает абсолютная непрерывность, а из неравенств

0<6<2те (7=1,2,...), (23)

непрерывность функции а (6) на отрезке [0, 2к].
Справедливость 1) вытекает из (17) и (18'); справедливость 2) дока­

зана в (\ 2).
Примечание. Вместо (22) достаточно поставить менее ограни­

чительное условие 
2л Г 1 ( 1 )

Л=С0П8*' (24)

где функция Ф(и) положительна, возрастает и стремится к бесконеч­
ности вместе с и. Действительно, на основании теоремы Валле-Пус­
сена условие (24) обеспечивает равностепенную абсолютную непре­
рывность функций (17), откуда вытекает

о е
Игл \ \ о' (0) db = а

J | Рп (е в) |2 J 4 ' (25)

Поступило 
6 IV 1954
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