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1. В настоящее время периодическая зависимость магнитной вос­
приимчивости от поля при низких температурах (эффект де Гааз — 
ван Альфена) наблюдена для большого числа металлов f1). Между тем, 
количественная теория этого явления разработана для случая элек­
тронного газа с квадратичным законом дисперсии, справедливым лишь 
у дна соответствующей энергетической зоны (2).

Представляется весьма существенным выяснение того, в какой 
мере особенности эффекта связаны с этим предположением. Некоторые 
качественные соображения по этому поводу были высказаны в по­
следнее время в работе (3), однако примененный там путь рассужде­
ний не позволяет провести полный анализ эффекта.

Известно, что при низких температурах электроны в металле, 
взаимодействующие друг с другом и с решеткой, в термодинами­
ческом отношении могут быть заменены идеальным ферми-газом за­
ряженных квази-частиц с некоторым законом дисперсии

S = <£ (Рх, Ру, Р^- (О
Поэтому все вычисления следует произвести для идеального газа 
квази-частиц с общим законом дисперсии (1). При этом первая задача, 
которая должна быть решена, заключается в отыскании уровней энер­
гии такой частицы в магнитном поле.

Так как в дальнейшем нас будут интересовать в основном уровни 
энергии, отвечающие большим квантовьш числам, то квантование 
движения в магнитном поле достаточно произвести в квази-класси­
ческом приближении.

Гамильтониан частицы с законом дисперсии (1) в магнитном поле Н, 
направленном по оси z, формально получается заменой в (1) компо­
нент импульса д, компонентами оператора кинетического импульса 
Pi, связанными между собой соотношениями коммутации:

[Ру, Рх] =~Н, [Рх, Р2] = [Ру, Р2] = 0. (2)

Соотношение между Рх и Ру соответствует перестановочному со­
отношению между обобщенной координатой и обобщенным импуль­
сом: [Ру, Qy] = 1. Роль оператора обобщенной' координаты Qy играет 
оператор Рх. Поэтому можно написать условие квази-классического 
квантования:

§PydQy = ^§PydPx = (n + fih-, 0<?<1. (3)
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Интеграл PydPx определяет площадь, ограниченную замкнутой 
плоской кривой

8 х' ^у, Р^ = Е = const; Р2 = р2 — const, (4)

и это позволяет записать (3) в более симметричном виде:

S (Е, р2) = $ dPxdPy = {n + i)h , (5)

іде интеграл берется по области, ограниченной кривой (4).
Условие (5) определяет в квази-классическом приближении неяв­

ную зависимость уровня энергии Е от квантового числа п:

е = еЛр^ (6)
Следует заметить, что компоненты pt в (1) для электронов в ме­

талле являются компонентами квази-импульса. Это, однако, не влияет 
на полученные результаты, если поверхность (1) не имеет самопере­
сечений и каждая из кривых (4) расположена внутри одной ячейки 
обратной решетки.

2. Зная значения энергетических уровней (6), мы можем опреде­
лить как период, так и амплитуду осцилляций магнитного момента.

Магнитный момент электронного газа дается формулой (2)

п 7
2 V И ЛЯ С , дЕ Н) /= ~У^Ъ'-^-уРг -пд* (1+в 6 } + 

п '
г еп —% )

+ +е е | (7)

С —химический потенциал; 0 = kT\ V —объем).
Легко убедиться, что вклад второго слагаемого в (7) в осцилли­

рующую часть магнитного момента является малой добавкой; поэтому 
при дальнейших вычислениях это слагаемое можно опустить.

Пользуясь формулой Пуассона (4) и обозначая выражение, стоя­
щее под знаком суммы в (7), через © (Еп), запишем магнитный момент 
в виде

7И = — V ~ {у © (Е^) + © (Е^ dn + 2Re
О

2 \ ? (^л) ехр (2~&йг) dn 
k=i о

гр х | е I AZ7 

© (Еп) = —У— + ехр (8)е J
Осциллирующая часть магнитного момента, которая нас интере­

сует, определяется последним слагаемым в фигурных скобках фор­
мулы (8). Учитывая вытекающее из (5) равенство S / Н ~ и пере­
ходя к интегрированию по S, мы преобразуем интегралы, входящие 
в это слагаемое, к виду

ОО ОО ОО

О 0 —со

через /($) мы обозначали функцию распределения Ферми: /(s) = 
= W О"1-
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Переходя теперь от интегрирования по S к интегрированию по Е, 
получаем

О S(E, Рг)>0

(9) .

Поскольку cS/|e| ЪН = п ф у по предположению очень большое 
число, мы можем воспользоваться для вычисления интеграла в фи­
гурных скобках в (9) методом перевала. Это дает следующее выра­
жение для А:

У~2тге —i”/4 оо 
Ik ~ (Hkc l\e\ h)'l* $ 

о

d2S 
др22

Va

т

kcSm (Е) 
в1 1е1^д dE. (Ю)

Через Sm (Е) мы обозначили экстремальное значение S (Е, р^) при 
постоянном Е. Если Sm(E) является максимальной площадью сече­
ния, то фаза i~ входит в (10) со знаком минус, если же Sm (А) — 

минимальная площадь, то фаза i~ входит со знаком плюс. Произ­
водная (d*S I др*^ берется в экстремальной точке. Если у замкнутой 
поверхности £ (рх, р , р^ = Е существует несколько экстремальных 
сечений, то каждое из них дает свой вклад в выражение А-

В предположении dSm(E') / дЕ=рО и очевидном неравенстве 
основной вклад в осциллирующую часть А дает интегрирование по 

[F_ г\ окрестности точки резкой нестационарности функции /( —, т. е. по 
окрестности точки Е = С Поэтому, раскладывая Sm (А) в показателе 
экспоненты по степеням (A —Q и произведя интегрирование, мы 
получим

(— 1) (ЪпН)'1* Sm (Q Y (kX) {
(Лгс /1 е I I d2S К, pz) / др* (dSm I дЕ^ 6 ’ (П)

где Ф(z) = z/sh z, X = |е|ЛЯ *
Как видно из (8), осциллирующая часть магнитного момента 

дается формулой:
ЛАсц=-еА 2 Re {А}. (12)

h=l

Эта формула показывает, что амплитуда и период осцилляций 
магнитного момента полностью определяются экстремальной площадью 
сечения граничной поверхности Ферми плоскостью РН = const и ее 
производными.

Для квадратичного закона дисперсии £ = р*/2т имеем Sm (А) = 
= 2^тЕ, dSm / дЕ = 2кт, | d*S / др*1 = 2^, 7 = г/2, при этом формулы 
(И) и (12) переходят в известные выражения (2).

Для малых полей Х^> 1, и в сумме (12) можно ограничиться 
одним членом, что дает:

^esm®
7г2Ь3(сЯ/|е|?1)*/,!

PS&p,) 

dpi

“'/a
cos

71

(13)
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Как видно из формул (11) и (13), период осцилляций дается 
выражением

ЛИ = \е\ПН2/сЗт£),

т. е. всегда пропорционален Н2 и зависит лишь от закона диспресии.
3. Когда имеется несколько незаполненных энергетических зон, 

в . которых классическое движение электронов независимо, т. е. 
когда поверхность Ферми распадается на несколько замкнутых по­
верхностей, то каждая группа электронов имеет свое Sm (Е) и дает 
свое осциллирующее слагаемое в магнитный момент.

Если при этом граничная энергия С оказывается у нижнего или 
у верхнего края незаполненной зоны, то можно ограничиться разложе­
нием

(Рх, Ру, Рг) = г0 ± (Р* / 2т, + Р2 / 2т2 + Р2г / 2/п3).

Максимальная площадь сечения эллипсоида £ (Рх, Ру, Рг) — Е 
плоскостью РН = const будет Sm = 2^т | Е—С|; т — {т,т2т^ I {т^-у 
+ m&l + /п3а3)Л, где а; — направляющие косинусы вектора магнитно­
го поля Н в системе кристаллографических осей. Это дает для соот­
ветствующего слагаемого dSm f дЕ = + 2пт и период АЛ/ = р//2/| С — е0| 
(р — | е | й / тс).

При наличии сильной анизотропии масс даже слабая мозаичность 
приводит к размытию или полному сглаживанию осцилляций в слу­
чае, когда в соответствующей зоне имеется большое число электро­
нов. Поэтому в эффекте участвуют только те группы электронов 
или дырок, в которых число частиц крайне мало. Осцилляции с мень­
шими периодами могут появиться лишь при достаточно больших 
полях. Так как, однако, кривизна поверхности, отвечающей аномаль­
но малому числу электронов, оказывается обычно весьма большой 
(аномально малые «массы» электронов), то даже в этом случае пред­
полагать наличие квадратичного закона дисперсии нет оснований.

Измеряя угловую зависимость периода и амплитуды от направле­
ния магнитного поля, можно сделать ряд заключений относительно- 
формы граничной поверхности Ферми и относительно скоростей элек­
тронов у этой поверхности.

В заключение выражаем глубокую благодарность акад. Л. Д. Лан­
дау за ценные советы и дискуссии.
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