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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 12 IV 1954)

Рассматриваем одноточечную краевую задачу (задачу Коши) 
^(у)=У'+аМУ+p2Wy =/(х), (1)
У(0)=У(0) = 0, 0<х<^«оо)

(при X = оо считаем 0 <:х<оо) с непрерывными р2(х), f^x) и непре­
рывно дифференцируемой р>{х). Пусть А (х, s) — функция влияния 
(функция Грина) задачи (1), Ап (x,s) — ее итерации. В С) была полу­
чена характеристическая функция задачи (1):

R = R(w-x,s) = ^----------------- —, (2)
д=1 ш

которая является обобщением резольвенты и может служить для 
построения интегрального представления Ап(х, s). В этой заметке 
выводится дифференциальное уравнение с частными производными, 
которому удовлетворяет R (§ 1), с его помощью находится полное 
аналитическое продолжение функции R(w;x,s) по комплексному 
переменному w, и тем самым определяется множество ее особых 
точек — „спектр" одноточечной краевой задачи (§ 2).

§ 1. Характеристическое уравнение задачи (1). Непо­
средственным подсчетом получаем, что ряд (2) удовлетворяет интегро- 
дифференциальному уравнению

4^ (А о X. з)- :

$
применяя к нему оператор L (по х), получаем искомое уравнение 
с частными производными

3 d2R (w;x,s) . г f n ,
“ V---- + L х, s)} = 0. (3)

Назовем его характеристическим уравнением задачи 
(1)*.  Оно относится к числу тех уравнений, которые указаны Трикоми 
((2), стр. 24) как общий вид уравнений 2-го порядка смешанного типа.

* Для краевой задачи с дифференциальным оператором £-го порядка (см. С), §1) 
dk R

получим аналогично (—1) ———(Д) = 0. Это уравнение можно рассматри­

вать как обобщение характеристического (векового) уравнения для оператора L, так 
как при k = 0 (формально) оно принимает вид-------R + L = о.
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Возьмем в трехмерном пространстве прямоугольную систему коор­
динат с двумя действительными осями и, х и одной мнимой iv, ото­
ждествим „горизонтальную" плоскость (м, iv) с плоскостью комплекс­
ного переменного w = и + iv, а ось х направим вертикально вверх 
так, чтобы система координат u,iv,x была правой. Точку М (и, iv, х) 
будем записывать в виде M(w, х). Пространство с такой системой 
координат назовем комплексно-вещественным и обозначим 
буквой Т. При данном s>0, которое закрепим во всем дальнейшем, 
построения будут проводиться в полупространстве T*(x^-s).  Уравне­
ние I та | = г (лс, s), определяющее при данном х окружность радиуса 
r(x, s), вне которой сходится ряд (2) (см. (*),  § 2), определит в'Т" 
поверхность вращения Q с осью х в качестве оси вращения.

* Т. е. со стороны вогнутости.

Неравенства для г (х, s) (см. там же), принимающие вид Ка(х — s)’/>< 
г (х, s) Кь (х— s)’1’, показывают, что Q лежит «внутри»*  параболо­

ида вращения Q*{x  — s = Кь11 "W |1г} степени 3/2, касающегося пло­
скости x — s в своей вершине, а при малом х — s Q охватывает 
аналогичный параболоид Qa. . Таким образом, если рассматривать 
R(w-,x, s) как функцию точки (та, х) в Т*,  то она определена рядом 
(2) вне Q, и поставленная задача об аналитическом продолжении 
ряда (2) состоит в продолжении его извне Q внутрь Q. Это достигается 
при помощи характеристик (по способу Римана).

Характеристики^ уравнения (3) определяются дифференциальными 
уравнениями Ч-Утаdw = |/3dx с общими интегралами тЬта*/ ’— ?{х— 
— s) = const (р = 3 ДЛЗ/2 (имеющими смысл для любых х,—оо<х<+ оо)г 
представляющими два семейства характеристик: первое (с+) и второе 
(с—). Если в этих уравнениях х считать параметром, то они стано­
вятся уравнениями проекций характеристик на плоскость w. Возрас­
тание х (dx>0) определяет положительное направление как на харак­
теристиках, так и на их проекциях. Для каждой точки та = тао^=О 
касательные векторы (т. е. dw) к проекциям характеристик разных 
семейств имеют взаимно-противоположные направления. Таким образом, 
каждая геометрическая проекция несет две противоположно-направ­
ленные проекции обоих семейств. Далее, лучи arg та = 2wn/3 (m = 0,1,2) 
удовлетворяют обоим уравнениям и являются асимптотами для других 
проекций. Из любых точек А, В одной проекции можно провести 
характеристики разных семейств, поднимающиеся навстречу друг 
другу до пересечения в точке Мо. Назовем точки (та, х)сГ с arg та = 
— "у № = 0, 1,2), |та|<^[р(х — $)]*/•  = г0(Л— s) особыми, остальные — 
правильными (для данной краевой задачи). Тогда из каждой правиль­
ной точки Мо можно опустить две характеристики разных семейств 
АМ0 и ВМ0 до пересечения с плоскостью x = s в точках А, В, кото­
рые, как легко видеть, лежат на одной проекции АВ.

Пусть /Ио (та0, х0)— правильная точка; возьмем на характеристиках 
ДЛ70 первого семейства и Д/Ип второго семейства по точке Рг хг), 
соотв. Р2 (^2, х^), и проведем из них по характеристике второго, 
соотв. первого, семейства. Так как последние лежат также над дугой 
АВ, то они пересекутся в некоторой точке P(w, х). Написав соответ­
ствующие равенства, легко в этом убедиться и аналитически; тогда 
получим

та,/« = та^-р(х0-х1) + Р(х0-х2), х = + х2 - х0. (4)

При условиях хт -^Хд, х2 х0, хг + х2 — x0^.s точка /Дта, х), завися­
щая от двух вещественных параметров х1г х2, пробежит в Т*  некото- 
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с^напптиилй лдТЬ“~хаРактеРистический треугольник АВМй. 
Ми випим °’ основанием && и боковыми сторонами АМ0, ВМ0. 
п носкости г 2° Для пРавильн°й точки A/I0(w0, х0) это основание АВ в 
иости О- S Не пеРесекает оси х, и поэтому лежит вне поверх- 
птлбл’тл ппяп еРшина Же <1 может ПрОНИКНуТЬ Внутрь Q — В 
Ірто^ ароильную точку внутри Q. Таким образом при ПОМОЩИ 
TO4KV rhvthu11^ М°ЖН° ПР0Д0ЛЖИТЬ R С ПЛОСКОСТИ X = 5 В Любую 
тсскостгГ ЗЭ исключением особых точек, которые на данной

Ао составляют три отрезка длины г0 (х0 — s) симметрично 
расположенных вокруг оси х. Их проекцию на плоскость w (х = 0) 
«° ^!аЧИ'Г чк С изменением хй, s в пределах задания уравнения 
с проекциейЭ™ отРезки составят трехлопастную поверхность 

§ 2’ /налитическое нродолжение характеристиче­
ской функции. Закрепим x0>s, возьмем правильную точку 

° В плоскости х — хо и для характеристического треуголь­
ника ль' а с основанием АВ в плоскости x = s построим функцию 
Нимана с> (w0; х0, s; w, л). С этой целью введем характеристические 
координаты с = щЧг р(х — s), 4 =— щр/а—_р(л — s) и «нормальные» 
координаты 0 = 5 — ^ = ^ — ^ где ?o = w?_p(^_s)>%£_w?_

Р(ло s) суть характеристические координаты вершины 7И0. В силу 
( ) получим о = 2р(х0 —х2), т = 2р(х0— хД, и, следовательно, харак- 
терггстическии треугольник АВМп отобразится в треугольник А'В'О 
Р U, т 0, а 4-т <; 2р (х0 — s) = 2а} вспомогательной плоскости а, т. 
Связь основных координат w, х с 5, т) и а, т такова:

w’/2 = = w’l» + V— о 5 + 7) Д + т
2 о “ 2 ’ х —5 2р — А° 2р * W

* Отсюда следует, что достаточно рассматривать краевую задачу (1) с оператором

Полагая для краткости S (wft; х0, s; w, х) — S (w, х) = Sj (а, т), найдем 
для 51 (а, т) (см. (3), пункты 143—145) интегральное уравнение

О т

S1 (°, Т) = /(а, т) / 1 +U’ —sx (а', т') dz dx' 1 , (6)
I J J J t )о 0 

где
4 __ X

/(3-= exp (м)^, K^, = М, (7) 

4 — P2 — Чгр! — 7iPi есть известный инвариант дифференциального 
уравнения L(y) = 0vt a w, х преобразуются в а, т по (5). Для пра­
вильной точки 7M0(w0)x0) координата w точек характеристического 
треугольника ЛВ7И0 не обращается в нуль, и поэтому / и К, а вместе 
с ними и решение Sx уравнения (6) будут регулярными функциями 
от w0.

Подставляя Sj в формулу Римана ((3), стр. 427), найдем характе­
ристическую функцию

в 4 _
^0’ х^ S) = Уз J S (w, s) dw =

А
Г~ 2а

= з 3 \ — а+ а)-*'»  Si (а, 2а — ^)d^, (8)
о

з V3где а = р(х0 — s) = —2~ (х0 — s). Приходим к следующему результату:
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Теорема. Для краевой задачи (1) характеристическая функция 
'(2) при данных х, s (x^s^-О) может быть аналитически продол­
жена на всю плоскость w за исключением множества (звезды) 
Ах, состоящего из трех отрезков

(m = 0,l,2), OClwKtp^-s)]^, р = ^-, (9)

расположенных симметрично вокруг нулевой точки.
С изменением х, s (0 s х X) звезды AJ составят звезду А — 

спектр одноточечной задачи. Мы видим, что спектр А определяется 
геометрией характеристик уравнения (3), которая зависит от его старших 
членов и не зависит от коэффициентов рДх) и р2(х) дифференциаль­
ного оператора L. Этот спектр таков же, как в случае простейшего 
оператора L (у) = у" (см. (х), § 2).
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