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НОВЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДВОЙСТВЕННОСТИ ДЛЯ НЕЗАМКНУТЫХ 
МНОЖЕСТВ

(Представлено академиком П. С. Александровым 2 IV 1954)

1. Вопрос о том, являются ли взятые по дискретной области коэф­
фициентов обычные группы с компактными носителями (группы Д^)  
произвольного множества А, лежащего в сферическом пространстве Sn> 
дуализируемыми, т. е. выражаются ли они через топологиче- 
ские инварианты дополнительного множества, был поставлен П. С. Алек­
сандровым на международной топологической конференции в 1935 г. 
и до сих пор оставался открытым.

*

* Мы ниже напомним определение этих групп.

В настоящей заметке дается положительное решение этого вопроса, 
содержащееся в новой общей теореме двойственности, доказательство 
которой и будет сейчас намечено.

Во всем последующем я пользуюсь терминологией и обозначениями 
моей работы (J) (в частности, 21 и 35 всегда обозначают двойственные 
между собою группы, из которых 21 дискретна, а 25 бикомпактна).

2. В группе ^р (А, 21) (т. е. в v-группе, основанной на бесконеч­
ных цепях бесконечных звездно-конечных покрытий множества А) вы­
деляется подгруппа Пу А, состоящая из у7'классов, содержащих хотя 
бы один v-цикл, имеющий нулевое скалярное произведение со всяким 
конечным ^-мерным Д-циклом с коэффициентами из 85.

Вторая общая теорема двойственности. Пусть Мп-зам- 
кнутое ориентируемое n-мерное гомологическое многообразие, р и 
q — два целых неотрицательных числа, дающих в сумме п — 1. Пред­
полагаем, что Мп ациклично в размерностях q и q + 1 по данной 
произвольной группе коэффициентов пусть А и В = Л4"\ А — два 
произвольных взаимно-дополнительных множества в Мп. Тогда груп­
па АсВ изоморфна фактор-группе ^р А — Ny А (область коэффициен­
тов— группа @).

3. Эта теорема содержится в более сильной теореме об изо­
морфизме двойственности. Напомним, что группа И1 В осно­
вана на так называемых сильных Д-циклах и сильных гомологиях: 
сильный Д-цикл есть последовательность zr — {Zk, %к+1} ел-циклов zh 
и г^-цепей xrk+1, sh-^0, лежащих на каком-нибудь компакте ^^В и 
удовлетворяющих УСЛОВИЯМ Дх£+1 = Zk+i — Zk. Сильный Д-цикл z 
= {zrk, ограничивает сильно в В, если существуют eft-цепи уь 
и Xk+2, е'к->0, лежащие на некотором компакте ф, и Удов­
летворяющие условиям Ayrk+1 = Zk, A.xrk+2 = Ун+і — Ук+1 — Л ■

Слабый Д-цикл (или виеторисовский цикл) определяется, как из­
вестно, просто как последовательность zr = {z'k} е^-циклов, лежащих
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на некотором компакте ^^В, для которых существуют Sh-цепи Xk 
на ф, удовлетворяющие гомологиям А%ь+1 = Zk+i — z^.

Выбирая по-разному эти цепи, мы из одного слабого цикла полу­
чим целое множество сильных. Д-цикл (сильный или слабый, все равно)1 
называется слабо ограничивающим в В, если на некотором компакте 
ф, Ф^Ф ^В, существуют е^-цепи у^1, s^—>0, ограниченные цикла­
ми Zk. Группа А'В есть, как известно, фактор-группа группы всех 
r-мерных слабых Д-циклов по подгруппе слабо ограничивающих. Легко, 
видеть, что эта группа изоморфна фактор-группе Аг В— НГВ, где 
НГВ есть подгруппа группы АГВ, состоящая из тех гомологических 
классов, элементы которых слабо ограничивают в В.

4. Группа N^A,^ определяется иначе, чем для дискретной обла­
сти коэффициентов 91, а именно, как подгруппа группы (Л, 23), со­
стоящая из всех элементов, имеющих нулевое скалярное произведе­
ние с любым  С € ор(Л, 91).*

* Проекционным циклом называется система zp = {z^} конечных Д-циклов, взя­
тых по одному на~ каждом покрытии а множества А и удовлетворяющих условию: 
при р>а имеем в “• При этом zp ~ 0 в А, если z^~0 для любого а.
«Проекционная» группа есть группа проекционных циклов zp, факторизованная 
по циклам, гомологичным нулю.

** Проекционный цикл называется компактным, если он лежит на некотором 
компакте фСА в том смысле, что всякий zp лежит на конечном подкомплексе 
нерва а, определенном пересекающимися с <р элементами покрытия а.

*** Это тот естественный изоморфизм ІЛ =TDJ~1 между группами \р А и Д9 В, 
который построен в моей работе О-
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Если в группе \р А взять все элементы, имеющие нулевое скаляр­
ное произведение со всяким р-мерным компактным ** проекционным 
циклом множества А (по двойственной области коэффициентов), то 
получим подгруппу N^c A А. Подгруппа N^c определяется оди­
наково как для дискретной, так и для бикомпактной области коэффи­
циентов.

5. Группа АР(Л, 58) содержит две группы незацепляемости: Л^дфЛ, S3) 
и Д^д(Л,23), состоящие из элементов, имеющих нулевой коэффициент 
зацепления со всяким компактным, соответственно, со всяким ^-мер- 
ным проекционным циклом множества В по области коэффициентов 
91158 (см. (2), стр. 205).

Легко видеть (2), что группа N^CA состоит из гомологических 
классов тех циклов, которые гомологичны нулю во всякой окрест­
ности множества А. Вследствие доказанного в (х) первого закона 
двойственности группа Лдс может быть определена как подгруппа 
группы А^Л.^З), состоящая из элементов, имеющих нулевое скаляр­
ное произведение со всяким С € ^р {А, 91); отсюда — инвариантность 
группы А/дс, из других соображений доказанная ранее П. С. Алек­
сандровым ((2), стр. 210).

Это определение остается в силе, если поменять местами рассмат­
риваемые области коэффициентов, что дает группу NPbC(A, 91).

6. Теорема об изоморфизме двойственности. Между 
группами ур А и А4 В существует изоморфизм ,  отображающий в 
случае дискретной области коэффициентов 91 группы

***

A^N$CA^NPA, 
соответственно, на

Aq B^NlcB^B4 В.



В случае бикомпактной области коэффициентов 25 тот же 
естественный изоморфизм отображает группы

ур A^N^A^N^A, 

соответственно, на группы

B^N^B^N^B.

Доказательство. Если дана триангуляция т окрестности X мно­
жества А, то по лемме главы 4 моей работы (х) при изоморфизме М' 
между группами уА и Д9ф (где ф = /Ип\Х) имеем для 
vjGAA равенство В • т; = v (М5, т;). Поэтому при изоморфизме М между 

и Д9ф подгруппа переходит в подгруппу группы Д9 ф, состо­
ящую из элементов, имеющих нулевой коэффициент зацепления со 
всеми т) € ДА т. е. в подгруппу Н9ф, состоящую из классов циклов,, 
слабо гомологичных нулю в ф. Пусть теперь а — каноническое покры­
тие (см. (х), гл. 2) множества A u X— каноническая окрестность, рет- 
рагируемая на нерв а. При естественных изоморфизмах между Д — у- 
группами окрестности X и нерва а скалярное произведение сохраняется.

Лемма. При естественном изомофизме между группами а и 
А9 ф осуществляется изоморфизм между подгруппами N^a и Нд ф.

Переходя к изоморфным спектрам, участвующим в спектральном 
законе двойственности моей работы (х) (гл. 2), выделяем в группах, 
являющихся элементами этих спектров, подгруппы а, соответст­
венно Н9ф, которые, как легко видеть, также образуют два изоморф­
ных спектра. Соответствующими предельными группами и являются 
как раз группы А и И9 В, которые, таким образом, изоморфны в 
силу основного изоморфизма М между группами ^А и Д95.

При изоморфизме М группа уААЮ отображается на группу 
А9 (В, 21), а группа А97 (А, 93) — на группу у9 (В, 23). При этом скаляр­
ное произведение $ • у, где $€у/’(А,21), т; € № (Л, 23), сохраняется- 
Отсюда и выводится, что при изоморфизме М группа N^c А^\/р А 
переходит в группу В.

Последний оставшийся изоморфизм N^A^N^B есть лишь иная 
форма закона двойственности П. С. Александрова и доказан в (х) 
(стр. 42).

7. Теорема, сформулированная в § 2, может быть записана в виде 
двойственности

А?(Л, 21) |S9(В, 23),

где группа 8 определяется следующим образом. На каждом покры­
тии а множества В берем группу А9 (а, 25) (конечные цепи!) и в ней 
подгруппу А д а элементов, имеющих нулевое скалярное произведение 
со всеми С € у9 (а, 21). Бикомпактное пополнение о9 (а, S3) группы 
А9 (а, 25) — Л/д а двойственно группе у9 (а, 21)— Л^(а, 21). Бикомпактная 
предельная группа обратного спектра групп б’(а, 25) и обозначается 
через ^(В, 23). Из предыдущего следует, что 89(В, 25) | (у9 (В, 21)— 
- N^B, 21), т. е. V (В, 23) | А? (А, 21).

8. Группа N^(B, 21) может быть определена так же, каі£ и для 
бикомпактной группы коэффициентов, но при помощи группы oq(B, 23). 

■ Группа же Н9 (А, 21) является группой незацепляемости элемента- 
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ми группы о9 (В, 35). При естественных гомоморфизмах группы А в 
группы 8 и 8 ядрами являются группы Таким образом, группа 8 
для бикомпактной области коэффициентов является аналогом проек­
ционной группы 8 для дискретной области.

Все рассмотренные группы можно расположить чв центрально-сим­
метричную таблицу, в которой слева — бикомпактная область коэф­
фициентов, а справа — дискретная:

В
_____ 1

B^NlcB^B9В
N^A^N^A^ А \Р A^N^A^N^A

ьр А

Группы, стоящие на одной вертикали, изоморфны (кроме групп 8 и 8) 
и имеются «горизонтальные» двойственности (в которых горизонталь­
ная черта обозначает переход к бикомпактному замыканию):

^В-ЩВ\Ъ9В- N9 В-ЩСВ\(Ь9 В-N^By, ~ЪрА\^рА~ЩАу

Основной результат. Все четырнадцать групп, входящих 
в эту таблицу, а значит и всевозможные их фактор-группы, дуа­
лизируемы *.

* Как показывают примеры в R3, все эти группы попарно различны между собой.

9. Из наших результатов получается инвариантная характеризация 
множеств, составляющих максимальную элементарную область двой­
ственности в смысле П. С. Александрова (см. (^, гл. 4), т. е. сово­
купность всех множеств во всевозможных Sn, для которых при любых 
21155 имеем

ДР (А Л | А? (В,®);, (1)

Af(A,55)|A’(B, 21) (2)

(группы по 55 всегда берутся в надлежащей топологии). Множества 
удовлетворяющие двойственности (1), называются квази-открыты- 
м и; их инвариантная характеристика дана в ((х), гл. 4) и заключается 
в том, что для этих множеств имеет место двойственность Д£(А, 21) | 
^(А, S3), осуществляемая скалярным умножением. Теперь мы можем 
добавить: множество А тогда и только тогда квази-замкнуто, 
т. е. удовлетворяет двойственности (2), когда естественный, гомо­
морфизм группы А? (А, 25) в Ф (А, 55) есть изоморфизм на всю группу 
8^(4,58). Квази-замкнутые и квази-открытые множества взаимно-до­
полнительны. Максимальная область двойственности состоит из мно­
жеств, одновременно квази-открытых и квази-замкнутых.

Поступило 
30 111 1954
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