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ОБЩАЯ ТЕОРЕМА АБЕЛЕВОГО ТИПА ДЛЯ СТЕПЕННОГО РЯДА

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 2 IV 1954)

Широко известно и просто доказывается предложение абелевого ОО
типа о том, что если в степенном ряде У, апхп

П = 0

lim ^-г=1 
„-.со « + 1

то

lim (1—х) 'ўапхп = \. —_О

Нижеследующее утверждение обобщает этот факт.
ОО

Теорема. Пусть в ряде "^апхп
п=о

lim 
n—f 'л

2 ak 
k<n _  .
п + 1 “ Ь

Тогда для любой функции f(x) ограниченной вариации на 
О^х^ 1 

со 1

lim (1 — х) 2 anxnf{xn) = (1)
х->1—о „=о 0

Доказательство основывается на лемме:
Лемма. Для любой ограниченной и интегрируемой по Риману 

функции f(x) 
оо 1

lim (1 — х) 2 xnf{x”) = [f^dt. (2)
Х->1-0 л=0 о

Докажем сначала это утвержение для непрерывных функций. За­
фиксируем s>0. Найдется такое 8> 0, что при | і' — Г|<8

Возьмем 1—х<8,
17(0—/(ОК®.
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ОО

dt (1 л) xnf (хп\

ОО хП

2 S tm-f^dt 
«=0 лп+1

П = 0 лп+1 

Поэтому
s2

п=0
е. (3)

1

о

ин-
>0

Беря - сколь угодно малым, получаем тпебуемое Если 
тегрируемая по Риману ограниченная функция 
можно подобрать две непрерывные функции Ш и /2 (/) такие/что

И ЧТО

J (А(0 -Ш) dt<s, о
Д?_о С1 ~ х) 2 4М < lim (1 -х) 2 Xnf2 (хя) = u n =0 -V~>1—0 л"

= S/2(0^<S/(0^ + e; 
« u

Hm (1 - л) 2 *П/(О > lim (1 - x) 2 *n/i On) =
>1—0 n=0 -V—>1—о n=o

= S/i(0 di^\f(t)dt—e. 
о о

Ho s сколь угодно мало. Лемма доказана. Смысл доказательства
ОО

состоит в том, что (1—х) 2 xnf (хп~) представляет интегральную сум- 
1 л= °

му ДЛЯ^/(/)(Д. 
о

Доказательство теоремы. Так как обе части равенства (1) 
линейны и так как функция ограниченного изменения представляется 
как разность двух неубывающих, которые можно сделать положи­
тельными, то достаточно доказать теорему в случае, когда/(х)— не­
отрицательная неубывающая функция. Тогда х/(х) тоже неотрица­
тельная неубывающая функция. Зафиксируем s>0 и выберем N та­
кое, что при N

I Sn (11 -р 1) | < е (и + 1),
00 ОО

(1 — х) 2 ап Xnf(xn) — (1 — х) 2 xnf(xn) = 
п=о л=0

оо

= (1 — *) 2 (Sn-(« + !)) (Xя/<
П=0
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N
2 (sn— (n + 1)) (xnf (xn) — хл+1 f (л^1))

N
2 (s«—(« + i))(^vun)^%n+i/(xn+1))<(l-x)

+ (1—л) 2 г(«+ f (xn) Хп+И (xn+^ 
n=o

Таким образом:

limл_х_о (1 x) 2 йпхп/(х") — (1 —л) 2 xn f (xn)

< lim e (1 — x) 2 xnf{xn\ < eM
■*->1-0 n=0 ’ (4)

где M — max/(x).
O<X<1 ю

Применим лемму к lim (1 -х) 2 xnf(x^ и взяв е^О, доказываем *-»1-0 „ =0
теорему.

Замечание 1. В теореме можно считать остаточные члены. 
Например, нетрудно доказать, что если 2 «ь = « + О (и8), 0 < 8 < 1, 

то для кусочно-дифференцируемой с ограниченной производной функ­
ции /(х) справедливо

оо f dt

2 ап x-f^ = V—- + О . (5)
п=о — х) /

Замечание 2. Утверждения без труда переносятся на общий 
случай преобразования Лапласа — Стилтьеса.

Замечание 3. Из теоремы можно вывести элементарным путем 
факт, получаемый побочно при доказательстве тауберовой теоремы

Харди и Литтльвуда С1). Именно, пусть я„>0 и t -> 1; тогда для 
любой ограниченной интегрируемой по Риману функции /(/)

lim (1 — х) 2 anXnf{xn) = [f^dt.
—>i—о п=0 О

(6)

Действительно, зададим е)>0 и найдем две кусочно-постоянные 
функции /i(Z) и /2(0 (из конечного числа кусков) такие, что

и что
1

5(/2(0-/1(0)^<е.
о
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ОО ОО

lim (1 —л) 2 lim (1 —л) 2 а>
х->1—0 л— о х—>1—0 п =q

1 1

= $/2(/)^<$/(Z)^ + S, 
о о

ОО оо

lim (1 — %) 2 Ит 0 — х) 2 а.
Л—>1—0 П=0 X—>1—О л=0

1 1

о о
Но е сколь угодно мало. Утверждение доказано.

Математический институт им. В. А. Стеклова 
Академии наук СССР

лл/3(хл) =

x”fi (хП) =
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