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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЦЕЛЫХ ТОЧЕК НА СФЕРЕ

Количество целых точек внутри сферы Сф3: л2 + у2 + z2 = т при 
большом т изучалось еще Гауссом; наиболее точные результаты 
получены И. М. Виноградовым (х). Это количество интересно своей 
тесной связью с сумматорными функциями для числа классов 
положительных бинарных квадратичных форм. Естественно возникает 
вопрос о распределении целых точек на поверхности сферы Сф3 при 
большом целом т. Некоторые предварительные результаты по этому 
поводу были получены в заметке автора и А. В. Малышева (3); они 
наводили на мысль, что имеет место асимптотически равномерное 
распределение; в настоящей заметке такая гипотеза в основном 
подтверждается.

Обозначим через И (т) число целых точек на сфере Сф3 и через 
Н„{т)— число примитивных точек (под условием: (х, у, z) = 1). 
Классические исследования Гаусса ((2); art. 291) связывают ИЛт) 
с числом классов положительных бинарных форм детерминанта (—/и). 
Число тогда и только тогда, если тп = 1;2 (mod 4) или
т = 3 (mod 8), что мы и будем предполагать.

Исследование Н,(т) представляет большие трудности. Лишь в 
1934 г. из исследований Г. Гейльбронна (4) выяснилось, что На(т) -» ос 
при т—>ос, а К. Л. Зигель (5) доказал в том же году, что

1пЯ0(/п) — ’/2 In m (1)
при щ—>оо. Этот результат К. Л. Зигеля играет основную роль в 
развитой автором и А. В. Малышевым аналитической теории для 
исследования тернарных квадратичных форм (6).

В настоящей заметке используются некоторые соображения, 
аналогичные доказательству асимптотического закона А. В. Малышева 
(7), теоретико-вероятностные соображения, в частности оценки для 
вероятностей больших уклонений от среднего (8), и одна геометри­
ческая лемма В. А. Залгаллера. Здесь будут указаны основные этапы 
доказательства следующей теоремы:

Теорема 1. Пусть т~\-,2 (mod 4) или т = 3 (mod 8). Пусть 
на Сф3: х2 + у2 + z'2 = т задана выпуклая сферическая область Г 
с кусочно-гладкой границей. Пусть q — нечетное простое число 
такое, что =4-1; Н3 (Г), Н (Г) — соответственно, числа 
примитивных и любых целых точек, лежащих на Г. Тогда при 
т-^оо и фиксированном q имеем:

н. (Г) = И. (т) (1 + ХО (X, т, q}), (2)

И С1 + * Оч т, q», (3)
где mesT- —площадь области Г; X > О— любая константа под 
условием тезГ/4кщ>к, и х0(Х, т, q)^>Q, т, ?)->0 при данных 
К q и т-^-оо.
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Здесь число q является явно посторонним фактором, но доказа­
тельство не может без него обойтись. Не вводя постороннего числа 
q, можно лишь доказать следующую условную теорему:

Теорема 2. Пусть Хт(п)—реальный, неглавный характер,
ОО

построенный для модуля т, и пусть ряд L (s, Xm) = 2 («) n~s не
Л = 1

имеет нулей при | s — 1 | Тогда соотношения (2) и (3) верны 
с заменой х0 (X, т, q) и г (X, т, q) на х0 (X, т), х(Х, т), стремящиеся к О 
при фиксированном X и т->ос.

Здесь мы будем заниматься только теоремой 1. Легко выво­
дится, что из (2) следует (3), так что можно заниматься только 
выводом (2).

При заданных X и q фиксируем также малое число s0 и будем 
доказывать, что |х0(Х, т, g^l^so при достаточно большом т. 
Применим следующую геометрическую лемму:

Лемма (В. А. Залгаллер). Поверхность сферы единичного радиуса 
можно полностью покрыть равносторонними сферическими тре­
угольниками сколь угодно малого диаметра так, что общая площадь 
их перекрытий не будет превышать заданного сколь угодно малого 
числа, а кратность перекрытий не превышает 6.

По числу s0 выбирается подходящим образом малое ех и произ­
водится покрытие сферы единичного радиуса треугольниками 
указанного в лемме типа диаметров <ех и с общей площадью 
перекрытия <е2 (в дальнейшем s„ = en(s1, е2,..., е*_х)—малые 
положительные константы, выбираемые по предыдущим). Гомотетично 
расширяя наше покрытие, получаем покрытие из gx = gx(ex, $2) 
треугольников Ах, Л2, ... , на Сф3. Из этих треугольников выби­
раем только те, которые целиком расположены внутри области 21, 
составленной из точек Сф3, под условием x>y>z>0 или ее 
отражения в центре сферы, пусть это будут треугольники Ах,..., Лг. 
Имеем: Но (21) = 1/12 Но (т) + О^т^. Можно доказать, что (2) будет 
следовать из соотношения

/ к \
(П = ^ • 12 2 Яо (Л,-) (1 + без). (4)

(В дальнейшем 0 — число под условием j 61 1, не всегда одно и
то же.)

Выберем числа k = k (ех, е2, е3), s так, что qks nl/г+г^, 
q(k-i)s число I под условием I2 + т = 0 (mod qks\, 0<Zl<Cqks
(что возможно в силу условия = + !)• Затем, аналогично
уравнениям заметки (3), составим равенства вида:

/ + La — RalRai • . . Ras^a', (5)

La = — m и конец La — примитивная точка, лежащая на одном из 
Лк (что будем записывать так: А«бЛк) и Raj (j = 1, ... , s) выбираются 
из некоторого фиксированного набора {R} неассоциированных справа 
кватернионов нормы qh. Рассмотрим равенства (5) при Аа6Ак; пусть 
при этом а= 1, 2, ... , /гдк; ^лк = ЯО(АК).

Обозначим Taj — RaiRaz ■ ■ ■ Raj и сопоставим кватернионам Taj 
единичные кватернионы Taj (П (Т^У)~‘й> которые можно изобразить 
точками на четырехмерной сфере Сф^. х2 + х2 + х% = 1. Обозначим 
через UK = !t(AK, Г) область на Сф4, занятую точками Q, которые 
переводят вектор ОО', идущий из начала координат в центр 
910



треугольника Ак, в область Г по формуле 0-100'Ло:Г. Мера этой 
области, состоящей из двух симметричных связных кусков, как 
нетрудно вывести, будет

mes UK _ mes Г _ 
mes Сф, 4тт '

В равенствах (5) вводим разбиение вторых индексов j на два 
типа:

I тип: такие индексы j, для которых среди операторов 
(а=1, 2,..., ЛЛ ) число v; первых индексов а под условием £ДДИК 
подчинено условиям

(1 - е5) и Лдк < (1 + е5) (6)

II тип: такие индексы j, для коих это не выполняется.
Если индексов II типа меньше s0 = соответствующий тре­

угольник Лк будем считать «допустимым». Мы будем также считать 
Лк допустимым, если На (Лк) < (из работы (3) следует, что это 
невозможно, так как Но (Лк) > сйН0 {т), но мы не будем здесь 
пользоваться этим трудно достижимым результатом).

Оказывается, можно доказать, что все треугольники Лк допустимы, 
что затем приводит к равенству (4). Приведем схему такого дока­
зательства.

Пусть Лк не является допустимым. В этом случае при помощи 
рассуждения, аналогичного рассуждению А. В. Малышева в (7), 
находим, что среди первых индексов а найдется h'. >s7 h. таких, 

Лк
что при определенных вторых индексах Л,..., Д, si^so/2, количе­
ство га операторов Qa7p€UK удовлетворяет одному из неравенств:

< (1 — г8) US^ ИЛИ Га > (1 + Eg) М51- (7)

Это предположение можно привести к противоречию.
Рассмотрим получающиеся таким образом h' равенств вида

• К
I + La = RaiRai • ■ ■ RaSVa и кватернионы, отвечающие операторам 
^аЛ, • • • ,

Taj, — Rai • . . Raj, J ... J Tajs^ = Rai . . • Rajs,' ($)

Пусть M (n)— число примитивных кватернионов нормы п из 
соответствующего набора неассоциированных справа. Методами 
аддитивной теории чисел (9) можно доказать, что число возможных 
примитивных Taj„ для которых ПадбНк, есть

mes Ц
м (q^) (1 + 6s9) = иМ {q^) (1 + 6s9). (9)

Пусть Taj, — один из вообще возможных в качестве (8) примитив­
ных кватернионов. При данном Taj, количество Taj, таких, что ПаУ2бИк 
будет, как оказывается,

^(Qo, q^~M)u (1 + 6г9), (Ю)

где М (Qo, qUt-W)— число примитивных, неассоциированных справа 
кватернионов, не делящихся слева на заданный Qo. При этом 
АГ (Qo. Л)*) = ДД {q^t-ii^) не зависит от Qo. Далее так же рас­
суждаем относительно Taj„ . . . , Tajs. Произведение ЛГ = 
— M(qL*) ... M^qUs,—^,-^ совпадает с полным числом
возможных TajSi в (8).
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Если ПЯЗр€Ик, то будем говорить, что внутри TajSt произошло 
-событие UK. Число таких , внутри которых событие Ик происходит 
ровно г раз, равно, согласно предыдущему,

NC'ur + е1Ё9). . . (1 + е51е9). (И)
Мы видим, что множитель Crsur (1—u)S1 г отвечает теоретико­

вероятностной схеме Бернулли для появления события с вероятностью 
и ровно г раз в Sj испытаниях. Математическое ожидание числа таких 
появлений должно быть us^ Если число г подчиняется одному из 
неравенств (7), то число появлений нашего события будет аномально 
уклоняться от его математического ожидания. Вероятности таких 
больших уклонений могут быть рассчитаны (8); они не превосходят 
ехр(—SjoSj), где е10 зависит только от s8. Отсюда число возможных 
в наших строчках различных Та^ не превосходит

Мехр(—SjoSj + 2s9S!).
Число е9 выбирается по k (показателю ^); оно может быть сделано 
<1/4е10, так чт0 получим оценку Мехр (—J/2 для числа различных

в наших строках. Полное число различных множителей 
Tas = . . . R^s в них будет < exp (— 7г W); при подходящем
выборе е4 оно будет < Но такая ситуация противоречива, как
доказано, например, в работе (6). Это и доказывает, что все Ак 
допустимы. Для всех их индексов Л типа будет О0 = М. а для 
полного числа всех g треугольников Ак число индексов II типа 

Значит, найдется хотя бы один индекс р, который 
будет I типа для всех Ак. Рассмотрим для всех Ак (к = 1, 2, ..., g) 
все преобразования T^LaTav. = L^. Они дают целые примитивные 
векторы; все они различны в силу условий, наложенных на La и TalL. 
Число их будет Нп(пГ) + О(тУ). Количество тех из них, которые 
будут отвечать операторам £1ац, переводящим центр Ак в Г, будет, 

к
согласно неравенствам (6), лежать между (1—е5) «2 ^о(Ак) и 

К=1

(1 + е5) « 2 ^о(Ак). Концы таких векторов L'a будут лежать в 
к=1

области Г', содержащей Г и расширяющей ее не более чем в (1 -р е4) 
раз; остальные £« будут вне этой области. Рассматривая далее 12 
кватернионных единиц р0 = 1, р4, . . . , Ри, не связанных равенствами 
рг = —р/, и заменяя взятый вначале фиксированный набор [R] на 
{/?р;} 0 =1, 2, . . . , И), получаем еще 11 наборов векторов £« в 
количестве п/іг (^) + О (те), причем число векторов с концами 

/г
в Г' будет заключено между числами 11 (1 — s5) и 2 (Ак) и 

к=1

11 (1 + е5) и 2 ^о(Ак). Отсюда уже без труда получается (4) и, 
К=1

наконец, (2).
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