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СССР

МАТЕМАТИКА

А. Г. ВИТУШКИН

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВАРИАЦИЙ МНОЖЕСТВА И МЕТРИЧЕСКИЙ ЗАКОН 
ДВОЙСТВЕННОСТИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 24 III 1954)

Заметка посвящена обобщению понятия вариаций функции двух 
переменных А. С. Кронрода. Ниже будут приведены два определе­
ния вариаций подмножеств евклидова пространства (§§ 1, 2, 3) и фор­
мулировка метрического закона двойственности (§ 4).

§ 1. Вспомогательные определения. Пусть Еп — п-мер- 
ное евклидово пространство; О — некоторая точка этого пространства; 
Sn-i—п—1-мерная сфера единичного радиуса с центром в точке О. 
Определим понятие измеримого подмножества сферы и меру 
Мп-1 (е) измеримого множества е из S„_i.

Определение 1. Пусть В — борелевское подмножество сферы 
Sn—!•

Ф и к с и р у е'м подмножества (i = 1, 2,..., lk\ k = 1, 2,...) 
сферы Sn_p точки 2,..., k=\, 2,...) из и
положительные числа такие, что при всевозмож­
ных i^j пересечение е^=0 (k — 1, 2,...), каж-

lh
д о е из есть борелевское множество и = В (k = 

і=і
= 1, 2,...), для всякой пары точек а и b из рас­
стояние*  р(«, (Z = 1, 2,..., /&; k = 1, 2,...) и lim = 0. (1)

* Расстояние в смысле метрики евклидова пространства.

Обозначим через А гиперплоскость пространства Еп, касающуюся 
S в точке Ср через g^— проекцию множества е\ на "А (ясно, что 
g^ есть борелевское множество, а следовательно, оно измеримо по Ле­
бегу), а через р?— «-1-кратную меру Лебега множества gp можно 

доказать, что последовательность чисел pfe — (& = 1, 2,...) имеет
!=1

предел р (В) = lim pk при всевозможных е^, с*  и eft, удовлетворяющих 
k-»oo

условиям (1), а следовательно, от них не зависящий. Пусть е — про­
извольное подмножество сферы Sn—i. Нижнюю грань величины р(5) 
для всевозможных борелевских множеств из Sn-i, содержащих как 
свое подмножество е, мы назовем внешней мерой р (е) множества е. 
Аналогично, внутренней мерой р(е) множества е назовем верхнюю 
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грань величины р (В) для всевозможных 5-множеств, содержащихся 
в е. Если р (е) = р (е), то скажем, что множество е измеримо, а вели­
чину 7И„_Х (е) = р (е) = р (е) мы назовем мерой множества е. Нетрудно' 
проверить, что для 5-множеств мера Мп-і (В) равна р(5).

Лемма 1. Мера Мп—і (е) является вполне аддитивной, функ­
цией множества е, т. е.:

а) для всякого измеримого множества е (е) 0;
б) если е± и е2 измеримы и е2с еъ то е± — е2 измеримо и 

Мп_у (вх е^ = М^ (ех) — Мп^ (^г)>
в) если ek (k = 1, 2,...) суть измеримые попарно не пересекаю- ОО

щиеся подмножества 5Я_Х, то е = 2 измеримо и М„_х (е) — 
k=i со

= 2Ж-і (eh).
k=i
После определения 1 и леммы 1 мы можем говорить об изме­

римости (по Лебегу) функций, определенных на 5Л_Х, и об их инте­
грале Лебега.

Обозначения. Обозначим через пространство ^-мерных 
плоскостей (^-мерных подпространств) из Еп, содержащих точку О, 
а через ^" — пространство упорядоченных систем r£ = (p",..., р"), 
состоящих из k попарно ортогональных единичных векторов р", р",...
..., р", имеющих своим началом точку О (топология в пространствах 

и Rk определяется естественным образом топологией евклидова 
пространства).

Далее при помощи индукции (по числу k) определим понятие 
измеримого подмножества Rk и меру М^. измеримых подмножеств.

Определение 2. Пусть <ох — подмножество /?", а «ц — множе­
ство концов всевозможных векторов г" = р", содержащихся в ш'. 
Ясно, что есть подмножество S v а поэтому естественно усло­
виться, что ®х измеримо тогда и только тогда, когда измеримо (в смысле 
определения 1) множество шх, а за меру М" (ш) множества о>х при­
нять величину Мп_± (о)') (см. определение 1). Предположим, что поня­
тие измеримого множества и его меры определены для подмножеств 
пространства R" R—\, 2,..., k—1; п — произвольное целое положи­
тельное число).

Пусть <»k есть подмножество R"; r"-i—точка из Rk-i, ^k(rk-i) — 
множество всех таких точек = (р”,..., р") из wk, первые k — 1 ком­
понент (векторов) р",..., р"_х каждой из которых являются составляю­
щими компонентами точки г”_х из R"-i- (г"_х) — множества концов
k-x векторов (компонент) р” от всех точек множества wk (г^). Ясно, 
что w'k (г"-!) есть подмножество пространства Ri~h, а тогда понятие 
его измеримости и величина M^k |<ой (г”-х)| его меры (в случае, если 
оно измеримо) по предположению индукции уже определены. Мно­
жество wk называется измеримым, если, во-первых, почти для всякой 
точки г"-! из R"-i (в смысле меры M^i) соответствующее точке 

множество оф (г^) является измеримым подмножеством простран­
ства Ri~\ и, во-вторых, функция M"~h [шь (г"_х)] (как функция точки 
гГі) измерима по Лебегу. За меру М" («h) множества wh примем 
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величину
мпк = Mnh [4 (HU)] dMk~i.

рп Kh-1

Обозначим через х отображение R" на которое точке гк = 
= (рь • • • , р£) из R" ставит в соответствие /г-мерное подпространство 
пространства Еп (точку из 'Т^), натянутое на векторы р], .. ., р".

Определение 3. Пусть 7 есть подмножество пространства 
7 называется измеримым множеством, если его прообраз х*(т) в 
при отображении х является измеримым подмножеством R". Пусть 7 
измеримо. Величину рь (і) = Гх (т)1 назовем мерой множества 7. 
Можно доказать, что для p"(i) имеет место утверждение леммы 1.

§ 2. Индуктивное определение вариаций. При помощи 
двойной индукции определим понятие измеримого (У£) множества из 
Еп и величину ^-кратной вариации измеримого (У£) множества (& = 
= 0, 1, 2,.. ., га; га = 1, 2, 3,. ..).

Определение 4. Нулевой или нуль-кратной вариацией V" = 
— V” (з) множества э называется число компонент этого множества. 
Так как V" СЮ определена для всякого множества э, то естественно 
условиться, что всякое множество измеримо (У"). Предположим, что 
для произвольного га и /<&<^га понятие измеримого (V") подмно­
жества пространства Еп и величина /-кратной вариации Vi= Vt (э) 
измеримого множества э уже определены (га = 1,2,...; I = 0,..., k — 1). 
Пусть э есть произвольное подмножество Еп-, О — некоторая точка 
из Еп, Sn-i — сфера единичного радиуса с центром в точке О (Сп = 
= Мп-1 (Sn-iJ); q — произвольная точка из Sn-i; Х(^)— направленная 
прямая из Еп, содержащая точки О и q (за положительное направле­
ние X (д) принимается направление вектора Oq}-, х — координата произ­
вольной точки из Х(^) относительно вектора Oq-, En-i(q, %) — гипер­
плоскость пространства Еп, ортогональная к Х(^), содержащая точку 
из (д') с координатой х; э (q, х) — пересечение множества э с En-i {q, х).

Множество э называется измеримым (V"), если, во-первых, поч­
ти для всякой точки q из Sn-i (в смысле определения 1) а (7) та­
кова, что почти для всякого х соответствующее множество d{q, х) 
измеримо (У"=1) и функция У"-І [э (7, х)| как функция от х при фик­
сированном q измерима по Лебегу, и, во-вторых, величина q) = 

+ °О
= Vh-i хУ$х как функция точки q также измерима по

Лебегу.
Пусть э измеримо (Уь). Величину

= \ Vh(3, q)dMn-i

назовем Л-кратной вариацией множества э в пространстве Еп, или 
просто ^-кратной вариацией множества э (& = 0, 1,..., га). Для пол­
ной корректности определения следует заметить, что У£(э) не зави­
сит от выбора О.

Теорема 1. Всякое замкнутое подмножество пространства 
Еп измеримо (У£) (^ = 0, 1,..., га; га = 1, 2, 3,...).
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§ 3. Конструктивное о и р е Д е л е н и е в а р и а ц и й. Пусть э 
есть подмножество Еп\ — ^-мерная плоскость на Еп, содержащая 
точку О; р — произвольная точка из tr; Еп—k (р) (п л)-мерная плос­
кость из Еп, содержащая точку р из trи ортогональная к tr, ^ур) 
= (п)— число компонент пересечения э с плоскостью En-k(p)-

Определение 5. Мы скажем, что множество э измеримо, 
(Vr), если, во-первых, почти для всякой плоскости cr на 4r 
(см. обозначения § 1) соответствующая функция а ^(р) (tr фикси­
ровано) измерима по Лебегу, и, во-вторых, величина Vr(3, tr) = 
= [^(p^dp как функция измерима по Лебегу. Пусть э измеримо

Tfe
(Цг). Величина Kr (э) = ■ г р----- ~р---------- \ ^r (tr> 3)dp" называется ьл°л—1 • • • ^л—fe+l xtr" ч
вариацией порядка Л множества э (k = 0, 1,..., п; п=1, 2,...).

Теорема 2. Всякое замкнутое подмножество пространства Еп 
измеримо (Vr) (А = О, 1, 2,..., п-, п=\, 2, 3,...).

Теорема 3. Пусть э является измеримым (V”) и измеримым 
(Vr) подмножеством пространства Еп. Тогда k-кратная вариация 
и вариация порядка k множества э численно равны (k = О, 1,2,..., п).

Теорема 4. Вариации Vr = Vr (k — 0, 1,..., п) независимы 
в том смысле, что для произвольных положительных величин 
or <; + оо (^ = 0, 1,.. ,,п; ая< + оо; а0 — целое число) в Еп най­
дется ограниченное замкнутое множество э такое, что Vr (э) = ah 
(k = 0, 1,..., п).

§ 4. Метрический закон двойственности. Вариации, 
в отличие от прочих известных метрических характеристик множе­
ства, интересны тем, что в терминах вариации можно сформулиро­
вать закон двойственности, т. е., зная вариации множества, мы можем 
высказать нечто существенное о метрическом строении дополнения 
к этому множеству.

Теорема 5. Пусть э измеримое (Vr) множество, лежащее 
в п-мерном замкнутом кубе Yn со стороной длины а < 1, и У^э) = 
= 0 (k = v + 1,..., п; v < п). Тогда в Yn — э = Сэ существует п-мерный 
замкнутый куб со стороной длины d^ А^п'.^------ а^1, ребра

IX1 + s
V А=о V 

которого параллельны ребрам Yn и при этом А (п, v) = v

Поступило
24 III 1954
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