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МАТЕМАТИКА

Член-корреспондент АН СССР А. ГЕЛЬФОНД

О МНОГОЧЛЕНАХ, НАИМЕНЕЕ УКЛОНЯЮЩИХСЯ ОТ НУЛЯ
ВМЕСТЕ СО СВОИМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

Рассмотрим числа ап,т, 

ап, т = min max max
Р (п) —1<л<1

l/>W (Х)|
п (п — 1) . . . (п — S + 1) (1)

где минимум берется по всем многочленам степени п с действитель­
ными коэффициентами и старшим коэффициентом, равным единице. 
Задача отыскания многочленов, реализующих минимум в этом слу­
чае, и нахождения чисел а„, т является естественным обобщением 
поставленной и решенной П. Л. Чебышевым хорошо известной проб­
лемы о многочленах, наименее уклоняющихся от нуля. В настоящей 
заметке мы дадим асимптотически точную при т = о (Уп) оценку 
чисел ал, т, укажем многочлены, реализующие эту оценку, и дадим 
точное решение задачи (1) в частном случае и в несколько изменен­
ной постановке.

Положим
Т„, о (%) = ^л-Г cos п arc cos х>

Tn, 1 (а) — Тп, о (а) — ^л—2, о (а), (2)

Тп, k (а) — Тп, k-i (а) 4(п_ (n — k — i) л-2, л-1 (а), 0 k п — 2.

Нетрудно видеть, что Тп, 0 (а) — многочлен Чебышева и что 
Тп, k (а) — многочлен степени п со старшим коэффициентом 1.

Далее, так как
| К , (cos о I < 2-«(1 + = 2-»^ („), п> 3,

I Тп,Й(л) К шах | Л.Й-1 (Ч I + — । 1,-1 (ЧI,

то отсюда по индукции мы получаем, что

L у» \ ~~~ ±) 7 I

(3)
Из этой формулы при —1 а 1 непосредственно следует 

оценка
Г,..«КМ»)<2- П [1+^=^^] = ,»« (4) 

v=0
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■верная для 0<s<« — 2s. Далее, так как

Тп, i (х) = 2 + yj—[sin п arc cos х — sin (n — 2) arc cos x] =

= ^^cos(« —Оагссозх^Т^.Дх), (5)

то по индукции мы легко получаем, что

Tn, m (х) = Tn—s, m—s (х), О S <С /И. (6)

Из оценки (4) и этого соотношения мы получаем неравенство 

I (х) I
шах шах—-----, -------- ------ ^2~n+m+l )п 2 ~n+m+1 еО(т',п) (710<s^m —1<Л<1 п (п 1) . . . (и — S + 1)

Теорема 1. Числа ^п,т, определенные соотношением (1), удов­
летворяют при п^т + 2, т^О неравенствам

—n+m+l Q~«+m+i „О(тг1п)
' ^п, т С (8)

Действительно, оценка сверху следует из неравенства (7). Оценка 
снизу есть следствие того обстоятельства, что по формуле (6)

п (п —1) ...(п — т + і) ^п’ т = о W’ (9)

где Тп—т, о(х) есть многочлен Чебышева степени п — т. Этим теоре­
ма 1 доказана. Заметим также, что знаки равенства в неравенствах 
(8) могут быть легко сняты.

Итак, многочлены Тп, m (х) при т — о(Уп) асимптотически ре­
шают задачу (1). Пусть многочлен q^^x) степени не выше т— 1 реа­
лизует минимум

К, т — ШІП шах | Тп, т^—р (х) I, 
Р (X) —1<Х<1

р (х) = аохт-1 + а^”1-2 + ... (Ю)
Положим

Rn, т (х) = Тп, т (х) — qт_х (х).

Теорема 2. Многочлен Rn, т (х) является единственным много­
членом степени п со старшим коэффициентом единица, удовлет­
воряющим неравенству

min max
Р (х)

max | р (х) |, max
—Кг<1 — K-v<l

(п — т)! Х„ _' > п, т
я! 2п~т-1 \р^(х)\ <К,т (Н)

где минимум берется по всем многочленам степени п со старшим 
коэффициентом, равным единице, и п^-т + 2, т^-0.

Доказательство. Заметим, что многочлен р(х), для которого 
удовлетворяется неравенство (И), обладает тем свойством, что

______
п(п — 1) . . . (п — т + 1) ’

— 1 <Сх<; 1, (12)

причем старший коэффициент многочлена степени п — т, стоящего 
в левой части этого неравенства, есть единица. Отсюда следует, что 
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этот многочлен совпадает с многочленом Чебышева Тп-т, 0. Как из­
вестно, неравенство (12) выполняется только для многочлена Чебы­
шева. Поэтому р^ (%) = Тптт (%) и, значит, р (х) = Rn, т (х) + и (х), 
где и(х)— многочлен степени не выше т—1. Но, как известно из 
общей теории наилучших приближений, существует только один 
многочлен qm_1{x) степени не выше т—1, удовлетворяющий усло­
виям (10). Значит,

и (х) = 0, 
так как

I Р (х) | = I Rn, т (х) + « W К К, т •

Этим теорема доказана. В случае т — 1

2~n+2cos п — 1
_ п — 1

Кт- 1 - ^2

Теорема 2 показывает, что можно, изменив условие (1) чрезвы­
чайно мало, умножив р^ (х) на 1 + 0^^, при т фиксиро­
ванном добиться того, чтобы Тп, т (х) было экстремальным многочле­
ном задачи. Эти многочлены Tn, т(х), повидимому, могут иметь значе­
ние для теории совместных приближений функции и ее производных 
многочленом и его производными.

Заметим в заключение, что
х т—1

Тп, т (%) = 2-"+m+1 $ cos п arc cos у dy +

1 
т—1 m—q

, V я! 9-л+<Ж 1 I Л________я(я —1) \
' q\(n — q)l H \ (я — s) (n — s — 1)/ ’

9=0 5=1
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