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1. В работе Фокса (х) и с некоторыми видоизменениями в работе 
Вудза С2) предлагаются практические приемы уточнения решения за­
дачи Дирихле для уравнения Пуассона, полученного методом сеток. 
Сущность этих приемов состоит в том, что по полученному первому 
приближению формально вычисляются первый или несколько членов 
какого-либо разложения по степеням h выражения разности между 
дифференциальным оператором и применяемым разностным опера­
тором. Затем вычисленная таким способом поправка добавляется 
к свободным членам разностного уравнения, которое вновь решается. 
Вудз в работе (2), например, указывает, что такой процесс уточне­
ний можно повторять несколько раз и, не доказывая, утверждает 
сходимость процесса, повидимому, к решению разностного уравнения, 
содержащего уточняющие члены. Априори неясно, будет ли вообще 
иметь место сходимость бесконечного процесса уточнений, а если и 
будет, то встает вопрос, как хорошо приближается точное решение 
предельным разностным решением. Указанные приемы уточнения, 
предложенные в работах (\ 2), подкрепляются только примерами, 
и авторы этих работ не проводят исследования таких важных вопро­
сов, как область применимости метода уточнений, скорость сходимо­
сти каждого приближения к точному решению в зависимости от шага h 
и от приближения к приближению и др.

2. В настоящей заметке приводятся результаты исследования 
одного способа уточнения решения задачи Дирихле для уравнения 
Пуассона в области О с криволинейной границей Г в двумерном 
случае. Полученные результаты непосредственно распространяются 
на трехмерный случай. При составлении разностного уравнения во 
внутренних узлах привлекается простейший на квадратной сетке 
оператор

^hUij = Ul—1, j + Wi+1, j + Ui, j-1 + Ui, j+1 — 4Ui, j. (1)

Для сноса граничной функции в узлы ступенчатого аппроксими­
рующего контура из экстраполяционного многочлена Лагранжа стро­
ится интерполяционная формула
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где / = /(?);_/= z/A; = (от = 0,1,... ,n); при />0
— nh^^th. .. . 1Ч „ /„wn

Очевидно, для каждого значения а (0<а< 1) найдется ря(о)>О 
такое, что при

п

2 |4n)WI<i-°- 
m=l

Обозначим 
п

Д<"+170 = fWaW(t) + 2
т=1

Пусть в области G задано уравнение Пуассона

Дн = ®

(3)

(4)

(5)

с граничным условием «|г = /. 
Составим разностное уравнение

ДЛиг(У = h^ij, М2п~2) = 0. (6)

Оператор Дл записан для всех узлов, имеющих все соседние узлы, 
принадлежащие G. Предполагается, что оператор д(2п-2) записан для 
всех остальных узлов, принадлежащих G, причем в качестве 
uw(th) используется граничное значение u=f, а в качестве 
Um (от =1,2,...) — значения u^j через несколько шагов основного 
разбиения h, т. е. при Л^-А/ря(а), для того чтобы выполнялось 
условие (3). При выполнении условия (3) разностное уравнение (6) 
имеет единственное решение, может решаться методом итераций и 
имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Если Г € Л2п (В, X) £га>2), (Дп, АДЕ) и если 
<оЕН Дп— 2, Л,Х) bG *,  то решение uw разностного уравнения (6), 
аппроксимирующее решение и внутренней задачи Дирихле для 
уравнения (5), выражается через и в следующем виде:

* Определения Л и Н см. в (3)

П—2

«М = Uij + 2 + О Д2”-2),

где Wk некоторые не зависящие от h функции, принадлежащие 
в области G классу Н Дп— 2А, Л(1), Х(1)).

Обозначим через ОД п> оператор вычисления r-й производной по х 
функции, заданной с постоянным шагом h по оси Ох, полученный из 
интерполяционной формулы Стирлинга или Ньютона с использованием 
п-х разностей. Введем операторы D^, и Dw следующим образом:

п—I
°’ = 22^ ОГ--22^ Dr-

т=2 ' 7

Dw = + D^\

686



Если и является решением уравнения (5) при условиях теоремы 1, 
то можно показать

^utJ = + D^Uij + О (h2n). (7)

Теорема 2. Если имеется q-e приближение и^ к решению урав­
нения (5) при условиях теоремы 1, выражающееся через и в виде

П—2

= Щ) + 2 h2k + О {h2n~2\ 
h=q

(8)

где — некоторые не зависящие от h функции, принадлежащие 
в области G классу Н (2/7 — 2А, Aw, k(7)), то решение и^^ разно­
стного уравнения

bhu^ = + Dw й^, Д<2п-2) = О

является (7 + 1)-ж приближением, выражающимся через и в виде (8) 
при замене q на q 4- 1.

3. Из теоремы 2 следует: во-первых, что ^-е приближение 
(q^. [4г]’ п ФиксиРовано) сходится к точному решению и со ско­

ростью А27; во-вторых, что при достаточно малых h любое q-e при­
ближение п фиксировано^ будет лучше приближать и, чем
(q — 1)-е приближение; в-третьих, по ^-му приближению (8) можно 
численно находить r-е производные и, при этом порядок погрешности 
не будет превосходить max {Л27, A2"-27-r}.

4. Имеется предположение, которое подтверждается на практике, 
о том, что погрешность O(^h2n~29) в формуле (8) на самом деле имеет 
порядок О (А2"-2).

5. В разностном уравнении (6) для внутренних узлов привлекается 
простейший оператор £1), а для граничных узлов практически мало 
приемлемый оператор Д(2я-2\ Дело в том, что разница между значе­
нием оператора Дй и оператора Лапласа от и выражается через доста­
точно гладкие функции (см., например, (7)), которая, как доказывает 
теорема 1, порождает достаточно гладкий характер погрешности 
разностного решения, и эта погрешность исчезает в процессе уточне­
ний. Погрешность же граничного оператора имеет беспорядочный 
характер, и поэтому требуется уменьшить эту погрешность до необ­
ходимого минимума уже в первом приближении, что достигается за 
счет усложнения граничного оператора. Кроме граничного оператора 
(4) в литературе известны граничные операторы, имеющие погреш­
ность порядка h3 для любых граничных узлов, и операторы, имеющие 
погрешность порядка Л4 для некоторого типа граничных узлов (4).

6. Если граница области совпадает со ступенчатым сеточным конту­
ром, то разностное уравнение (6) существенно упрощается, так как 
исчезают операторы д^”-2^ Но для таких областей теоремы 1 и 2 не 
доказаны.

7. Решалось методом уточнений уравнение Ди = — 2те28Іпчг%х 
х siniry (и |г = 0) в квадрате при А = 0,1.
Вычисления велись с 8 знаками. Первое приближение дало 2 верных 
знака, второе — 4, третье — 6, дальше вычисления не производились. 
Оператор E)w составлялся с использованием восьмых разностей. 
Согласно (5), если для получения решения с 6 верными знаками идти 
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по пути простого измельчения сетки, то потребуется выполнить 
в 105-т-107 раз большую работу по сравнению с методом уточнений.

Поступило 
22 III 1954
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