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ВВЕДЕНИЕ 

Тема «Кратные интегралы» безусловно является одной из самых 

трудных в курсе высшей математики втуза. Приведем некоторые из 
причин.  

Во-первых, для представления (с последующим построением) 

области интегрирования необходимо добротное знание аналитиче-
ской геометрии (в частности, кривых и поверхностей второго поряд-

ка), а также умение достаточно быстро исследовать функции при раз-
личных способах их задания (явное, неявное, параметрическое) 
методами дифференциального исчисления. 

Во-вторых, сам процесс вычисления кратных интегралов требу-

ет достаточно глубокого владения навыками интегрального исчисле-
ния функций одной переменной, ведь он, как правило, отягощен на-
личием параметров под знаком интеграла. 

С момента выхода в свет очень полезной книги А. А. Гусака 
«Ряды и кратные интегралы» (1970) прошло уже больше трех десят-
ков лет. Вышедшие после этого пособия разных авторов (Данко и По-

пов, Гурский, Герасимович и др.) содержат лишь отдельные главы, 

посвященные данной тематике. В свете сказанного достаточно оче-
видна потребность в написании доступного для студента техническо-

го вуза пособия, содержащего наряду с необходимыми сведениями 

теоретического характера большое количество решенных задач. Под-

черкнем здесь же, что техника кратного интегрирования чрезвычайно 

важна для физики (включая математическую и теоретическую физи-

ку) и других наук (особенно технических). Поэтому отдельные главы 

пособия посвящены геометрическим и физическим приложениям ин-

тегралов (Главы 7, 8). 

Общий подход к понятию интеграла, рассмотренный в Главе 6, 

позволяет не только с единых позиций взглянуть на все происходя-

щее, но он, в частности, позволяет единообразно получать формулы 

для вычисления некоторых физических величин (например, статиче-
ских моментов и моментов инерции). 

Глава 5 пособия подтверждает только что сказанное описанием 

на языке кратных интегралов красивых закономерностей, сущест-
вующих в теории поля. 
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ГЛАВА 1. ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ: ОПРЕДЕЛЕНИЕ, 
СВОЙСТВА И ВЫЧИСЛЕНИЕ 

В настоящей главе мы рассмотрим основные вопросы, связан-

ные с интегрированием функций двух независимых переменных. От-
радно отметить, что установленные при этом закономерности без ка-
ких-либо существенных препятствий могут быть перенесены и на 
функции любого числа независимых переменных. 

1.1. Задачи, приводящие к двойному интегралу 

Подобно тому, как вычисление площади криволинейной трапе-
ции приводит к интегралу по отрезку от функции одного переменно-

го, необходимость вычисления объема цилиндрического тела приво-

дит к интегралу по плоской области (двойному интегралу) от 
функции двух переменных. 

Определение 1.1. Пусть ),()( yxfPfz ==  положительная (и не-
прерывная) функция двух переменных, определенная в области D  плос-
кости yx0 . Рассмотрим пространственное тело R , ограниченное снизу 

областью D , сверху поверхностью ),( yxfz = , а с боков цилиндриче-
ской поверхностью, образующие которой параллельны оси z0 , прове-
денной через границу области D  (т. е. граница области D  является на-
правляющей для нашей цилиндрической поверхности). Такое тело будем 

называть цилиндрическим (или цилиндроидом; иногда используется 
термин – цилиндрический брус) (рис. 1.1). 

 

0

z

y

x 
D

),( yxfz =

 

Рис. 1.1 
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Задача 1.1. Найти объем цилиндроида. 
Решение 
Применим тот же подход, что и при вычислении площади кри-

волинейной трапеции. А именно: разобьем основание D  на элемен-

тарные части nSSS ΔΔΔ ,...,, 21 .  

Чтобы не вводить лишних обозначений, договоримся, дробя ка-
кую-нибудь фигуру на части, обозначать одинаковым образом как са-
ми эти части, так и их меры. 

В соответствии с разбиением области D  (т. е. дна цилиндроида) 
и само тело R  разобьется на элементарные («узкие») цилиндрические 
тела nRRR ,...,, 21 , основаниями которых служат nSSS ΔΔΔ ,...,, 21  соот-
ветственно. Выберем в каждой части iSΔ  ( ni ,1= ) произвольную точ-

ку iP  и заменим приближенно каждый элементарный цилиндроидик  

iR  настоящим цилиндриком с тем же основанием iSΔ  и высотой 

)( iPf  (рис. 1.2). Объем iR  будет приближенно равен объему соответ-
ствующего цилиндрика: ii SPf Δ)( , а для объема всего тела R  получа-
ем приближенное равенство 

 ∑
=

Δ≈
n

i
ii SPfRV

1

)()( ,  (1.1) 

которое будет, очевидно, тем ближе к точному, чем меньше взятые 
при разбиении D  элементарные части iSΔ . 

 

0

z

y
x 

iSΔ

)( iPf

iP
 

Рис. 1.2 

Примечание 1.1. Подчеркнем, что интегральное исчисление применимо 

именно в тех ситуациях, где имеет место указанная тенденция. 
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Чтобы получить точное значение объема, следует перейти  

к пределу в равенстве (1.1), устремив максимальный диаметр λ  ячеек  

iSΔ  к нулю 

 ∑
=→λ

Δ=
n

i
ii SPfRV

1
0

)(lim)( .  (1.2) 

(Напомним, что диаметром фигуры называют максимальное из рас-
стояний между двумя точками этой фигуры). 

Для формулирования следующей задачи нам потребуется 

Определение 1.2. Рассмотрим плоскую область D , которую бу-

дем считать материальной (т. е. обладающей некоторой массой). На 
языке физики: D  – это плоская пластина. Пусть P  – некоторая точка 
области D . Окружим точку P  малой областью площади SΔ  и пусть 

mΔ  количество массы, приходящейся на площадь .SΔ  Тогда поверх-

ностная плотность ρ  в точке P  есть предел средней плотности: 

 
S

m

S Δ
Δ

=ρ
→Δ 0

lim ,  (1.3) 

когда SΔ  стягивается в точку P . 

 y 

x 0 

D

pSΔ

 

Рис. 1.3 

Задача 1.2. Найти массу плоской пластины D , плотность кото-

рой )(Pf=ρ  в каждой точке известна. 
Решение 
Разобьем произвольным образом пластину D  на элементарные 

(«маленькие») части nSSS ΔΔΔ ,...,, 21  (как только что было указано, 

iSΔ  будет обозначать и саму i -ю часть и ее площадь). Выберем в ка-
ждой части iSΔ  ),1( ni =  произвольную точку iP  и будем считать, что 

во всех точках этой части плотность постоянна и (приближенно) рав-

на )( iPf .  
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0 

y 

x

iSΔ
D

 

Рис. 1.4 

Тогда для массы M  пластинки D  получаем приближенное ра-
венство: 

 ∑
=

Δ≈
n

i
ii SPfDM

1

)()( .  (1.4) 

Чтобы получить точное значение массы пластинки D , следует  
в равенстве (1.4) перейти к пределу, устремив максимальный диаметр 

λ  ячеек iSΔ  к нулю:  

 ∑
=→λ

Δ=
n

i
ii SPfDM

1
0

)(lim)( .  (1.5) 

Примечание 1.2. Точно так же, как эта задача, решаются задачи  

о суммарном заряде, распределенном в области D  с заданной плотностью )(Pρ , 

о давлении жидкости на дно сосуда, о количестве световой энергии, падающей 

на площадку D , и многие другие. 

Замечание 1.1 (философского характера) 

Принцип минимума диссипации (рассеяния) энергии, который  

в самом общем виде сформулировал академик Н. Н. Моисеев, утвер-

ждает: «Для сохранения своего существования система должна стре-
миться к уменьшению бесполезных затрат энергии». 

Именно поэтому на протяжении всей истории своего существо-

вания человечество стремится найти единообразные подходы к реше-
нию разнообразных, на первый взгляд, задач, а, значит, ответить на 
вопрос: «Как решить множество задач одним способом?» Рассмот-
ренный в разделе 1.1 материал не только является хорошей иллюст-
рацией к сказанному, но и прекрасно демонстрирует универсальность 

математического моделирования различных ситуаций. 
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1.2. Интегральная сумма. Двойной интеграл 

Отвлечемся теперь от физического смысла рассмотренных задач 

и попробуем вычленить те математические операции, которые приве-
ли к их решению. Прежде всего отметим, что в области D  была зада-
на функция точки ),()( yxfPf = . Для получения приближенных ра-
венств (1.1) и (1.4) были проделаны следующие операции: 

1. Область D  дробилась (произвольным образом) на конечное 
число частей n . 

2. В каждой части выбиралась (произвольным образом) некото-

рая точка iP . 

3. Вычислялись значения )( iPf  ( ni ,1= ). 

4. Составлялись произведения ii SPf Δ)(  ( ni ,1= ).  

5. Все найденные произведения складывались:  

 ∑
=

Δ
n

i
ii SPf

1

)( .  (1.6) 

Определение 1.3. Полученная в результате перечисленных опе-
раций сумма (1.6) носит название n -й интегральной суммы. 

При заданном числе n  частей, на которые дробится область D , 

можно составить сколько угодно n -х интегральных сумм. В самом 

деле, можно, во-первых, по-разному дробить фигуру на n  частей,  

и, во-вторых, в каждой части можно произвольным образом выбирать 

точку iP . 

Чтобы получить точное значение объема )(RV  или массы 

)(DM , мы выполняли шестую операцию – брали предел n -й инте-
гральной суммы, устремив к нулю размеры частей, на которые была 
раздроблена область D . 

Если по-разному составлять n -е интегральные суммы в рас-
смотренных задачах, то их значения будут, конечно, отличаться друг 
от друга и мы будем получать отличающиеся друг от друга прибли-

женные значения )(RV  (соответственно )(DM ). Однако в пределе эти 

отличия должны стереться. Иными словами, предел не должен зави-

сеть от способов составления интегральных сумм. Такой предел на-
зывается двойным интегралом по области D от функции )(Pf . 

Дадим полное определение двойного интеграла. 
Определение 1.4. Двойным интегралом по области D  от задан-

ной на ней функции ),()( yxfPf =  называется конечный предел n -й 
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интегральной суммы, когда стремится к нулю наибольший из диамет-
ров элементарных частей, на которые дробится область D  при со-

ставлении интегральных сумм. Подразумевается, что предел не зави-

сит от способов составления интегральных сумм. 
Используются обозначения: 

 ∑∫∫∫∫
=→λ

Δ==
n

i
ii

DD

SPfdSyxfdSPf
1

0
)(lim),()( .  (1.7) 

Из равенств (1.2) и (1.7) вытекает геометрический смысл двой-
ного интеграла: двойной интеграл от функции 0)( ≥Pf  по области D  

равен объему цилиндроида с основанием D  и ограниченного сверху 
поверхностью ),( yxfz = . 

Из равенств (1.5) и (1.7) вытекает механический смысл двойного 
интеграла: если неотрицательная функция )(Pf=ρ  выражает по-

верхностную плотность пластинки D , то ее масса равна двойному ин-

тегралу от функции )(Pf  по области D . 

Замечание 1.2  
Если в двойном интеграле по области D  положить подынте-

гральную функцию, равной 1, т. е. рассмотреть интеграл ∫∫
D

dS , то  

в результате получится площадь )(DS  нашей области, ибо суммиро-

вание элементов dS , очевидно, приводит именно к )(DS .  

Замечание 1.3 (методологического характера) 
Материал раздела 1.2 является прекрасной иллюстрацией той 

общей концепции математики как исследования операций, которую 
предложил и развивает в своих исследованиях первый из авторов на-
стоящего пособия (Л. Л. Великович). Ведь, если вдуматься, то для 
решения любой (математической) задачи необходимо найти упорядо-
ченную цепочку операций, осуществление которых и приведет к ее 
решению. 

1.3. Условия существования интеграла 

Определение 1.5. Функция ),()( yxfPf = , определенная в об-

ласти D , называется интегрируемой, если для нее существует двой-

ной интеграл ∫∫
D

dSPf )( , т. е. соответствующая интегральная сумма 

имеет предел (1.7). 
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Прежде всего отметим, что всякая интегрируемая функция (как 

и в случае функции одной переменной) должна быть ограниченной.  

В самом деле, если предположить, что в области D  функция )(Pf  не 
является ограниченной, то при любом разбиении D  на элементарные 
части она будет неограниченной хотя бы в одной из элементарных 

частей. Тогда за счет произвольности выбора точки iP  внутри части 

iSΔ  можно сделать значение )( iPf  сколь угодно большим (по абсо-

лютной величине). Следовательно, и соответствующая интегральная 

сумма, будучи сколь угодно большой, не будет иметь конечного пре-
дела. Итак, мы установили необходимое условие интегрируемости: 

если функция интегрируема, то она ограничена. 
В дальнейшем будем считать, что необходимое условие выпол-

нено, а именно: для функции )(Pf , определенной в области D , суще-
ствуют такие константы ,m  ,M  что DP∈∀  имеет место: 

.)( MPfm ≤≤  

Как и в одномерном случае, при изучении двойных интегралов 

большую роль играют нижняя и верхняя суммы Дарбу (Гастон Дарбу 

(1842–1917) – французский математик): 

 ∑
=

Δ=
n

i
ii Sms

1

,  (1.8) 

 ∑
=

Δ=
n

i
ii SMS

1

,  (1.9) 

где через im , iM  обозначены соответственно точные нижняя и верх-

няя границы функции )(Pf  на iSΔ . 

Примечание 1.3. Напомним, что наибольшая из всех нижних границ неко-

торого множества называется точной нижней границей (гранью) этого множест-
ва, а наименьшая из всех верхних границ – точной верхней границей (гранью) 

множества. 

Нетрудно понять, что конструкция сумм Дарбу существенно 

проще интегральных: они однозначно определяются выбранным раз-
биением области на элементарные части. Для непрерывной функции 

суммы Дарбу являются просто наименьшей и наибольшей из инте-
гральных сумм (при заданном способе разбиения D  на элементарные 
части). 

Далее фиксируем некоторое разбиение D  на элементарные час-
ти. Тогда из определения параметров im , iM  вытекает: 
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 iii MPfm ≤≤ )( ,  (1.10) 

где iP  – любая точка из iSΔ . Умножая левую, среднюю и правую час-
ти двойного неравенства (1.10) на iSΔ  и суммируя полученные ре-
зультаты (по i ), приходим к двойным неравенствам: 

 ∑∑∑
===

Δ≤Δ≤Δ
n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii SMSPfSm

111

)( ,  (1.11) 

 SSPfs
n

i
ii ≤Δ≤∑

=1

)( .  (1.12) 

Эти неравенства необходимы для отыскания достаточных усло-

вий интегрируемости функций. Кроме них, при этом используются 

два свойства сумм Дарбу, которые вполне аналогичны соответствую-

щим свойствам их одномерных аналогов. 

Лемма 1.1 

От добавления новых линий деления области D  нижняя сумма 
Дарбу не уменьшается, верхняя – не увеличивается. 

Лемма 1.2 

Каждая нижняя сумма Дарбу не больше, чем каждая верхняя 

сумма Дарбу, хотя бы отвечающая и другому разбиению области D . 

Теорема 1.1. Функция, непрерывная в замкнутой квадрируемой 

области, интегрируема в этой области. 

Теорема 1.2. Функция, ограниченная в квадрируемой области  

и непрерывная всюду, кроме некоторого множества точек площади 

нуль, интегрируема в этой области. 

Замечание 1.4 

1. Область называется квадрируемой, если она имеет площадь. 

2. Говорят, что множество точек плоскости имеет площадь нуль, 

если 0>ε∀  существует многоугольник, содержащий это множество  

и имеющий площадь, меньшую ε  (иными словами, если это множест-
во можно заключить в многоугольник сколь угодно малой площади). 

3. При доказательстве Теорем 1.1, 1.2 используется:  

Теорема Кантора. Если функция ),()( yxfPf =  непрерывна в 

ограниченной замкнутой области D , то она и равномерно непрерыв-

на в этой области. 

Напомним, что функция ),( yxf  называется равномерно непре-
рывной в области D , если 0>ε∀   0>δ∃ , такое, что для любых двух 
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точек ),( yxP ′′′  и ),( yxP ′′′′′′  из D  таких, что δ<′′−′  || xx , δ<′′−′  || yy  

имеет место неравенство ε<′′′′−′′  |),(),(| yxfyxf . 

1.4. Свойства двойного интеграла 

Эти свойства вполне аналогичны соответствующим свойствам 

одномерных (определенных) интегралов. Их доказательства опирают-
ся на определение понятия двойного интеграла в предположении, что 

речь идет о функциях, интегрируемых в соответствующих областях. 

Р1. Постоянный множитель можно выносить за знак двойного 

интеграла:  

 ∫∫∫∫ =
DD

dSPfkdSPkf )()( ,  

где const=k . 

Р2. Двойной интеграл от алгебраической суммы интегрируемых 

функций равен соответствующей сумме интегралов от слагаемых: 

 ∫∫∫∫∫∫ ±=±
DDD

dSPgdSPfdSPgPf )()())()(( . 

Р3. Аддитивность: если область D  разбита на конечное число 

непересекающихся (квадрируемых) частей, то интеграл по области 

равен сумме интегралов по всем частям.  

Например, если область D  разбита на две части 1D  и 2D , то  

 ∫∫∫∫∫∫ +=
21

)()()(
DDD

dSPfdSPfdSPf . 

Р4. Если в замкнутой области D  функции )(Pf  и )(Pg  непре-
рывны и удовлетворяют неравенству )()( PfPg < , то 

∫∫∫∫ <
DD

dSPfdSPg )()( , т. е. неравенство можно почленно интегриро-

вать. 

Р5. Теорема об оценке интеграла. 
Абсолютная величина интеграла не превосходит интеграла от 

абсолютной величины подынтегральной функции: 

 ∫∫∫∫ ≤
DD

dSPfdSPf )()( . 
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Р6. Обобщенная Теорема о среднем значении. 

Если функции )(Pf  и )(Pg  непрерывны в ограниченной замк-

нутой области D , то существует такая точка DP ∈* , что имеет место 

равенство: 

 ∫∫∫∫ =
DD

dSPgPfdSPgPf )()()()( * .  (1.13) 

Замечание 1.5 (теорема о среднем значении) 

Чаще всего используется частный случай теоремы при 1)( ≡pg  

в D :  

 )()()( * DSPfdSPf
D

⋅=∫∫ ,  (1.14) 

где )(DS  – площадь области D . 

Определение 1.6. Средним значением функции )(Pf  в области 

D  называют отношение двойного интеграла по области D  к площади 

этой области: 

 ∫∫=
D

dSPf
DS

f )(
)(

1
.  (1.15) 

1.5. Вычисление двойного интеграла 

В дальнейшем мы будем широко пользоваться упрощенным 

представлением об интеграле, как о сумме бесконечно большого чис-
ла бесконечно малых слагаемых (элементов). Рассмотрим вопрос  
о вычислении двойного интеграла  

 ∫∫∫∫ =
DD

dSyxfdSPf ),()( .  (1.16) 

Прежде всего получим удобное выражение для элемента площа-
ди dS . Для этого разобьем область D  на части прямыми, параллель-
ными осям координат ( const=x , const=y ). Тогда площадь беско-

нечно малого элемента ,dS  ограниченного двумя парами близких 

параллельных прямых (рис. 1.5), есть 

 dxdydS = .  (1.17) 
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x

y

0 dx

dy 

 

Рис. 1.5 

С учетом (1.17) равенство (1.16) перепишется в виде: 

 ∫∫∫∫∫∫ ==
DDD

dxdyyxfdSyxfdSPf ),(),()( .  (1.18) 

Для дальнейшего предположим, что область D  имеет следую-

щее специальное устройство (Стандартная ситуация 1.1): снизу она 
ограничена графиком непрерывной функции )(1 xyy = , сверху – гра-
фиком непрерывной функции )(2 xyy = , а с боков – прямыми ax = , 

bx = , параллельными оси y0  (рис. 1.6, область ABCD ).  

 )(2 xyy =

x

y 

D

C

BA

Точка 
выхода 

x ba0 

Точка
входа 

)(1 xyy =

 

Рис. 1.6 

Аналитически такую фигуру можно задать так: 

 )}()( ,:),{( 21 xyyxybxayxD ≤≤≤≤= .  (1.19) 

Область такого типа будем называть y -трапециевидной (ее можно 

рассматривать как разность двух обычных криволинейных трапеций). 

Каждая y -трапециевидная область обладает следующим отличительным 

свойством: любая прямая, параллельная оси y0  (кроме, быть может пря-
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мых ax = , bx = ) пересекает границу области D  в двух точках (рис. 1.6). 

Нижнюю из этих точек будем называть точкой входа, а верхнюю – точ-
кой выхода. 

Теперь мы уже готовы приступить к вычислению интеграла (1.18). 

В целях наглядности будем считать, что функция ),()( yxfPf =  непре-
рывна и неотрицательна на D , а значит, ее можно рассматривать как 

плотность распределения масс по D . 

В этом предположении, вспоминая механический смысл двой-

ного интеграла (раздел 1.2), заключаем, что масса пластинки D  равна: 

 ∫∫=
D

dxdyyxfDM ),()( .  (1.20) 

Подсчитаем теперь )(DM  другим способом (рис. 1.7). Рассмот-
рим узкий вертикальный стержень между вертикальными прямыми, 

проведенными в точках x  и dxx +  оси x0 . На высоте y  выделим 

элемент стержня длиной dy . Площадь такого элемента равна dxdy ,  

а масса приближенно равна dxdyyxf ),( . (Здесь мы как обычно счита-
ем, что плотность внутри элемента практически постоянна). Чтобы 

найти массу вертикального стержня, надо «просуммировать» массы 

всех таких элементов dy , т. е. проинтегрировать по y  выражение 
dxdyyxf ),( : 

 ∫∫
=

=

=

=

=
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),(

xyy

xyy

xyy

xyy

dyyxfdxdxdyyxf .  (1.21) 

(При этом интегрировании x  и dx  постоянны и поэтому dx  вынесено 

за знак интеграла). 

 

x

y

y+dy 
dy

dx

a bdxx +

y 

х  

Рис. 1.7 
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Из (1.19) (рис. 1.6, 1.7) следует, что y  изменяется от значения 

)(1 xy  (на нижней кривой) до значения )(2 xy  (на верхней кривой). 

Чтобы получить теперь массу целой пластинки D  надо «про-
суммировать» массы всех бесконечно узких вертикальных стержней, 
т. е. проинтегрировать выражение (1.21) по x  в пределах его измене-
ния (т. е. от a  до b ). 

В итоге получаем: 

 ∫∫
=

=

=
)(

)(

2

1

),()(

xyy

xyy

b

a

dyyxfdxDM .  (1.22) 

Сравнивая равенства (1.20) и (1.22), окончательно получаем: 

 ∫∫∫∫∫∫
=

=

==
)(

)(

2

1

),(),(),(

xyy

xyy

b

aDD

dyyxfdxdxdyyxfdsyxf .  (1.23) 

Сформулируем эту формулу в виде правила. 
Чтобы вычислить двойной интеграл ∫∫

D

dxdyyxf ),( , надо проин-

тегрировать ),( yxf  по y  при произвольном, но фиксированном x ,  

в пределах от точки входа до точки выхода, а затем полученный ре-
зультат проинтегрировать по x  в пределах наибольшего изменения. 
(Такая процедура называется повторным интегрированием.) 

Таким образом, для вычисления двойного интеграла надо про-
извести последовательное вычисление двух (одномерных) определен-
ных интегралов. Интеграл 

 ∫
)(

)(

2

1

),(

xy

xy

dyyxf ,  (1.24) 

вычисляемый первым, называется внутренним, а интеграл,  

 ∫ ∫∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ b

a

xy

xy

b

a

xy

xy

dyyxfdxdxdyyxf

)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),( ,  (1.25) 

называется внешним.  
Примечание 1.4. В интеграле (1.24) интегрирование осуществляется по пере-

менной y  (и, значит, она является «связанной»), а на переменную x  эта операция 
не распространяется (ее можно считать «свободной»). Такие интегралы в матема-
тическом анализе принято называть интегралами, зависящими от параметра  
и в учебниках, содержащих глубокое изложение анализа, им посвящены отдельные 
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главы (Хинчин, А. Я. Краткий курс математического анализа / А. Я. Хинчин. –  
Москва : Гос. изд-во техн.-теор. лит., 1953. – 624 с.). 

Сформулируем еще раз полученный результат в виде теоремы 
существования: 

Теорема 1.3. Пусть D  – y -трапециевидная область, т. е.  
)}()( ,:),{( 21 xyyxybxayxD ≤≤≤≤=  и пусть: 

1º. существует двойной интеграл ∫∫
D

dxdyyxf ),( . 

2º. [ ]bax ;∈∀  существует определенный интеграл  

 ∫=
)(

)(

2

1

),()(

xy

xy

dyyxfxI .  (1.26) 

Тогда существует и определенный интеграл  

 ∫∫∫ =
)(

)(

2

1

),()(

xy

xy

b

a

b

a

dyyxfdxdxxI   (1.27) 

(он называется повторным) и справедливо равенство 

 ∫∫∫∫ =
)(

)(

2

1

),(),(

xy

xy

b

aD

dyyxfdxdxdyyxf ,  (1.28) 

т. е. двойной интеграл равен повторному. 
В дальнейшем нам потребуется  
Стандартная ситуация 1.2: область D  является x -трапециевидной 

(рис. 1.8). Разумеется, в этом случае внутреннее интегрирование следует 
вести по переменной x : 

 ∫∫∫∫
=

=

=
)(

)(

2

1

),(),(

yxx

yxx

d

cD

dxyxfdydxdyyxf .  (1.29) 

 

x

c 

y 

d )(2 yxx =
)(1 yxx =

0 

y 

 
Рис. 1.8 



 20

Замечание 1.6 

Область более сложного вида надо попытаться разбить на тра-
пециевидные части, к которым применимы формулы (1.23), (1.29),  

а затем воспользоваться аддитивностью двойного интеграла (Р3). 

моя 

ситуация
мое 

решение

стандартная
ситуация

стандартное
решение

 

Рис. 1.9 

Замечание 1.7 (методологического характера) 

Если проанализировать подход, использованный нами при ре-
шении задачи сведения двойного интеграла к повторному (равенства 
(1.23), (1.28)), то нетрудно подметить, что мы, фактически, действо-

вали по схеме, изображенной на рис. 1.9, которая является универ-

сальной схемой решения любых задач (ее автор – Езерский Г. А., 

Дейтройт, США, 1994). 

1.6. Примеры вычисления двойных интегралов  
(в декартовых координатах) 

Пример 1.1. Вычислить двойной интеграл ∫∫ +=
D

yx dxdyeI1 , где 

D  – прямоугольник, заданный неравенствами: 10 ≤≤ x ; 10 ≤≤ y . 

Решение 
Начнем с уточнения: область D  – единичный квадрат, изобра-

женный на рис. 1.10. Теперь сведение двойного интеграла к повтор-

ному не вызывает никаких затруднений: 

 ∫∫∫∫ ⋅== +

D

yx

D

yx dxdyeedxdyeI1
2

1

0

1

0

1

0

1

0

)1( −=⋅== ∫∫ eeedyedxe yxyx . 
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x

y

D

0 1

1

 

Рис. 1.10 

Комментарий 
1. В процессе решения мы опирались на основное свойство сте-

пени:  

 nmnm aaa +=⋅ , где 0>a , 1≠a . 

2. Прямоугольник, очевидно, является самой простой областью 
для двойного интегрирования, ибо при интегрировании по нему все 
пределы интегрирования постоянны, и, следовательно, порядок ин-
тегрирования значения не имеет. 

Пример 1.2. Изменить порядок интегрирования  в интеграле: 

 ∫∫=
y

y

dxyxfdyI ),(
1

0

2 .  (1.30)  

Решение 
Шаг 1. Установим структуру области интегрирования D . Для 

этого выпишем границы изменения переменных: 
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Шаг 2. Отсюда легко находим уравнения границ 
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Ответим на вопрос: «Кто есть кто?»: 
xy =  – это прямая, проходящая через точку )0,0(O  и являющая-

ся биссектрисой первого и третьего координатных углов; 
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2xy =  – это парабола, проходящая через точку )0,0(O , но по-

скольку 0≥x , то следует учитывать только ее правую ветвь; 

0=y  – это ось x0 ; 

1=y  – это прямая, параллельная оси x0 . 

Шаг 3. Теперь уже представить область не составит труда  
(рис. 1.11). 

Шаг 4. В формуле (1.30) внутреннее интегрирование велось по x , 

внешнее – по y . Изменяя порядок интегрирования, получаем: 

∫∫
=

=

=
xy

xy

dyyxfdxI
2

),(
1

0

2 . 

 

x

y

D

0 1

1

1/2 

1/4 

1=y
xy =

2xy =
1/2 

 

Рис. 1.11 

Пример 1.3. Изменить порядок интегрирования  в интеграле: 

 ∫∫=
x

x

dyyxfdxI
22

1

3 ),( .  (1.31)  
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Рис. 1.12 
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Решение  
Шаг 1. Область D .  
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x
D   (1.32) 

Шаг 2. Уравнения границ: 
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Шаг 3. Строим область D ; координаты вершин полученного че-
тырехугольника )1;1(K , )2;2(L , )4;2(M , )2;1(N . 

Шаг 4. Область D  является y -трапециевидной, но не является 

x -трапециевидной. Для изменения порядка интегрирования разобьем 

D  отрезком NL  на две x -трапеции (уравнение прямой, содержащей 

отрезок NL , есть 2=y ). 

Шаг 5. Меняем порядок интегрирования: 

 ∫∫∫∫
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2
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21

2

1

3 ),(),(
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x
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Примечание 1.5. Конечно, если бы нам требовалось вычислить 

∫∫
D

dxdyyxf ),( , где D область, заданная соотношениями (1.32), а ),( yxf  – неко-

торая известная функция, то мы бы предпочли формулу (1.31), ибо она значи-

тельно проще для вычислений. 

Пример 1.4. Вычислить интеграл ∫∫=
D

dxdy
y

x
I

2

2

4 , где D  – об-

ласть, ограниченная прямыми 2=x , xy =  и гиперболой 1=xy . 

Решение 
Шаг 1. Находим точки пересечения данных прямых с гиперболой 
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Шаг 2. Делаем чертеж (рис. 1.13). 

Теперь уже понятно, что область D  находится в первой четвер-

ти и представляет собой криволинейный треугольник ,KLM  который 

можно считать y -трапецией. 

 

1 2 x--

-

-

1

2

y

x
y

1
=

2=x

xy =
M

K

L

 

Рис. 1.13 

Шаг 3. Заменяем двойной интеграл повторным: 
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Примечание 1.6 (на которое следует обратить особое внимание). На пер-

вых порах при расстановке пределов во внутреннем интеграле студенты забы-

вают, что границами, скажем, y -трапециевидной области являются, вообще го-

воря, линии ⎢
⎣

⎡
=
=

)(

)(

2

1

xyy

xyy
, а не числа, как это бывает только в случае 

прямоугольной области. Возможно, интерпретация на языке маленьких человеч-

ков позволит лучше понять о чем идет речь и не делать подобных ошибок.  
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Итак, пусть по отрезку ];[ ba  оси x0  бежит человечек, стреляю-

щий из светового пистолета, лучи которого идут параллельно оси y0 , 

причем луч зажигается на нижней линии )(1 xyy =  и гаснет на верх-

ней линии )(2 xyy = . Тем самым, на плоскости yx0  высвечивается 

область D . 

Пример 1.5. Вычислить интеграл ∫∫ +=
D

dxdyyxI )cos(5 , где D  – 

область, ограниченная прямыми 0=x , π=y , xy = . 

Решение 
Шаг 1. Строим область D  (рис. 1.14) и выписываем координаты 

вершин полученного прямоугольного треугольника OKL : )0;0(O , 

);( ππK , ),0( πL . 
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Рис. 1.14 

Шаг 2. Для разнообразия будем рассматривать D  как x -трапецию 

(очевидно, она также является и y -трапецией).  

Тогда  
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Пример 1.6. Вычислить интеграл ∫∫ +=
D

dxdyyxI )2(6 , где D  – 

область, ограниченная параболой xy += 42  и прямой 5=x . 

Решение 
Шаг 1. Строим область D . Для прямой 5=x  все понятно: она 

параллельна оси y0  и расположена правее нее на расстоянии пяти 

единиц. Для параболы xy += 42  проведем небольшое исследование.  
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2

1
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y

 

Рис. 1.15 

Во-первых, из 40402 −≥⇒≥+⇒≥ xxy  и, следовательно, ле-
вее прямой 4−=x  точек параболы нет. Очевидно, ее вершина распо-

ложена в точке )0;4(− . 

Во-вторых, поскольку в данное уравнение переменная y  входит 
в четной степени, то график уравнения будет симметричен относи-

тельно оси x0 . 

Остается найти точки пересечения параболы с осью y0  (обозна-
чим их через L  и Q ), а также точки ее пересечения с прямой 5=x  

(обозначим их через M  и N ). Имеем: 

 240 2 ±=⇒=⇒= yyx . Значит, )2;0( −L , )2;0(Q . 

 395 2 ±=⇒=⇒= yyx . Значит, )3;5( −M , )3;5(N . 

Шаг 2 (первый способ). Будем рассматривать область D  как  

x -трапециевидную. Тогда, согласно равенству (1.29), получаем: 
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Замечание 1.8 

На заключительной (вычислительной) стадии мы использовали 

следующее утверждение: 
Лемма (о приращении функции на симметричном отрезке) 
Если функция )(xf   

1) нечетная, то ее приращение на отрезке ];[ aa−  равно )(2 af , 

т. е. удвоенному приращению на половине промежутка; 
2) четная, то ее приращение на отрезке ];[ aa−  равно нулю. 

Доказательство 

1) )(xf  – нечетная функция, т. е. )()( xfxf −=− . 

Тогда )(2)()()()()( afafafafafxf
a

a
=+=−−=− ; 

2) )(xf  – четная функция, т. е. )()( xfxf =− . 

Тогда 0)()()()()( =−=−−=− afafafafxf
a

a
. 

Шаг 3 (второй способ). Поскольку в решении достаточно вы-

числений, то неплохо бы их проверить, решив задачу другим спосо-

бом. Будем рассматривать область D  как y -трапециевидную. Тогда  
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Пример 1.7. Вычислить интеграл 

 ∫∫ −−=
D

dxdyyxyxI 3322
7 1 ,  

где D  – область, ограниченная линией  

 133 =+ yx   (1.33) 

и осями координат. 
Решение 
Чтобы построить область D, нам необходимо представить как 

выглядит кривая третьего порядка 133 =+ yx  хотя бы в той ее части, 

которая «взаимодействует» с осями координат. Прежде всего броса-
ется в глаза симметрия данного уравнения относительно переменных: 

если в этом уравнении поменять местами x  и y , то оно переходит  
в себя, не изменяется. Значит, наша кривая симметрична относитель-

но биссектрисы первого и третьего координатных углов, т. е. прямой 

xy = . 

Далее подмечаем, что данное уравнение, к счастью, разрешимо 

относительно любой переменной, и, значит, от неявного задания мы 

можем перейти к явному: 

 3 31 xy −= .  (1.34) 
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На область определения здесь, естественно, ограничений нет 
(ведь корень  кубический!). 

Четностью (нечетностью) функция тоже, очевидно, не обладает. 
Поэтому займемся ее производной, чтобы найти интервалы монотон-
ности и точки экстремума. Имеем: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3 23

2
2333 3

)1(
31

3

1
11 3

2
3
1

x

x
xxxxy

−
−=−−=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

′
−=′

−
 . 

Отсюда можно сделать два заключения: 

1) 0<′y  для всех );1()1;( +∞−∞∈ Ux ; 

2) −∞=′ )1(y . 

Учитывая непрерывность функции (1.34), можно утверждать, 

что она монотонно убывает ∈∀x  R, а в точке )0;1(  имеет вертикаль-

ную касательную (впрочем, для вычисления 7I  последний факт нам 

не пригодится). 

Точку пересечения графика функции с осью x0  мы, между де-
лом, уже нашли: )0;1(L . 

Учитывая симметрию графика относительно прямой xy =  легко 

делаем вывод, что точка )1;0(K  является точкой пересечения графика 
нашей функции с осью y0  (впрочем, в этом легко убедиться и непо-

средственно: 1010 3 3 =−=⇒= yx ). 

Поскольку функция (1.34) ведет себя монотонно на всей число-

вой прямой, то каждое свое значение она принимает только один раз. 
Поэтому у ее графика нет других точек пересечения с осями коорди-

нат, кроме найденных. Значит, область D  расположена в первой чет-
верти и, в принципе, нам уже ничто не мешает приступить к вычисле-
нию 7I . 

Только из добросовестности, связанной, отчасти, с любопытст-
вом, уточним направление выпуклости кривой (1.34) в первой четвер-
ти. Разумеется, вторая производная сразу бы дала ответ на этот во-
прос. Но мы «выкрутимся» проще. Нетрудно сообразить, что точка 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

33 2
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1
N  лежит на графике нашей кривой, ибо (равенство (1.33)) 
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жит над прямой ,LK  а, значит, с учетом непрерывности функции 

(1.34), можно утверждать, что на отрезке ]1;0[  кривая направлена вы-

пуклостью вверх (рис. 1.16). Кстати, это согласуется с тем фактом, 
что в точке )0;1(  имеется вертикальная касательная. 
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Рис. 1.16 

Теперь, со спокойной совестью, можно приступать к вычислениям. 
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Пример 1.8. Вычислить интеграл ∫∫=
D

xdxdyI8 , где область ин-

тегрирования D  ограничена прямой, проходящей через точки )0;2(A , 

)2;0(B  и дугой окружности с центром в точке )1;0(C  радиуса 1. 
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Решение 
Прежде всего запишем уравнения линий, ограничивающих нашу 

область. Поскольку прямая, данная в условии, проходит через точки 

)0;2(A  и )2;0(B , то на осях координат она отсекает равные отрезки, 

длины 1. Воспользовавшись уравнением прямой в отрезках по осям: 

1=+
b

y

a

x
, в нашем случае получаем: 

  21
22

=+⇒=+ yx
yx

.  (1.35) 

Так как уравнение окружности с центром в точке ),( 000 yxM   

и радиуса R  имеет вид: 22
0

2
0 )()( Ryyxx =−+− , то уравнение окруж-

ности из условия задачи запишется так: 

 1)1( 22 =−+ yx .  (1.36) 

Остается изобразить область D  (рис. 1.17), где )1,1(M  – точка 
пересечения прямой (1.35) с окружностью (1.36). Очевидно, D  – сег-
мент окружности (1.36), отсеченный от нее хордой BM . 
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Рис. 1.17 

Первый способ. Будем рассматривать область D  как y -тра-
пециевидную. Тогда 
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Комментарий. Границы области D  по оси x0  очевидны: 

10 ≤≤ x . По оси y0  соответствующие границы тоже находятся без 
проблем: 

из (1.35) ⇒  xy −= 2  (на этой прямой «вход»); 

из (1.36) ⇒  222 111)1( xyxy −±=⇒−=− .  

Но по условию нас интересует дуга окружности, лежащая над 

хордой BM  (тем более и над прямой 1=y ). Поэтому уравнение ли-

нии, на которой находится «выход», есть 211 xy −+= . 

Второй способ. Будем рассматривать D  как x -трапецию. Тогда 

 [ ] =−−−=== ∫∫∫∫
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Пример 1.9. Найти среднее значение функции == ),( yxfz  

yx+= 2  в треугольнике, ограниченном осями координат и прямой 

3=+ yx . 
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Решение 
Напомним формулу, по которой вычисляется среднее значение 

функции (см. равенство (1.15)): ∫∫=
D

dSPf
DS

f )(
)(

1
. 

Площадь прямоугольного Δ KLO  (рис. 1.18) равна 
2

9

2

1
=⋅OLOK .  
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Рис. 1.18 

Займемся вычислением интеграла от заданной функции 
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Остается выполнить последнюю операцию: 

 3
2

9
:

2

27
==f . 
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Пример 1.10. Найти среднее значение функции == ),( yxfz  

222 yxR −−=  в круге 222 Ryx ≤+ .  

Решение 
Площадь круга радиуса R  найти несложно: 2)( RDS π= . Остает-

ся вычислить интеграл ∫∫ −−=
D

dxdyyxRI 222
10 . 

Изобразить область D  также несложно: это круг с центром в на-
чале координат, радиус которого R  (рис. 1.19). Теперь имеем: 

 ∫∫
−=

−−=−

−−=
22

22

222
10

xRy

xRy

R

R

dyyxRdxI . 

 

0

R x

22 xRy −=

y

выход 

-R 

вход 22 xRy −−=  

Рис. 1.19 

Очевидно, у нас возникла проблема, связанная с вычислением 

внутреннего интеграла 

 ∫
−=

−−=

−−
22

22

222
xRy

xRy

dyyxR . 

В интегральном исчислении аналогичный персонаж (точнее, со-

ответствующая стандартная ситуация) имеется: 

 C
a

xa
xa

x
dxxa ++−=−∫ arcsin

22

2
2222 . 

Но мы пойдем другим путем: отложим вычисление нашего ин-

теграла до тех пор, пока мы не научимся вычислять двойные интегра-
лы в полярных координатах. 
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1.7. Двойной интеграл в полярных координатах 

Как известно, метод замены переменных является одним из са-
мых востребованных при вычислении одномерных интегралов. Он ба-
зируется на следующем утверждении: 

Теорема 1.4. Пусть: 

1) функция )(xf  определена и непрерывна на отрезке ];[ ba ; 

2) функция )(tgx =  определена и непрерывна вместе со своей 

производной на отрезке ];[ βα , где ag =α)( , bg =β)( ; 

3) )(tg′  не меняет знак на интервале ),( ba . 

Тогда имеет место равенство: 

 ∫∫
α

β

′= dttgtgfdxxf
a

b

)())(()( .  (1.37) 

Не меньшее значение этот метод имеет и при вычислении крат-
ных интегралов. Мы начнем с наиболее распространенного варианта 
замены переменных, а именно: с перехода от декартовых координат  
к полярным. 

Напомним, что полярная система координат состоит из точки O , 

называемой полюсом, и луча, исходящего из этой точки, имеющего 

определенное направление и линейную единицу. Этот луч называется 

полярной осью. 

Полярными координатами точки M  в рассматриваемой системе 
координат называются полярный радиус ρ , т. е. расстояние между 

точками O  и M , и полярный угол ϕ , т. е. угол, на который надо по-

вернуть полярную ось против часовой стрелки до совпадения с лучом 

OM  (рис. 1.20). Каждая точка плоскости, за исключением полюса, 
имеет определенный положительный полярный радиус r  и опреде-
ленный полярный угол ϕ  из промежутка π≤ϕ<π− . 

Примечание 1.7 

1. Иногда полярный угол рассматривают в пределах π<ϕ≤ 20 . 

2. Если точка совпадает с полюсом, то ее полярный радиус равен нулю,  

а полярный угол не имеет определенного значения. 
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Рис. 1.20 

Связь между декартовыми и полярными координатами точки M  

легко установить при условии, что полюс полярной системы совпада-
ет с началом координат декартовой системы координат, а полярная 

ось совпадает с положительной полуосью абсцисс. Из прямоугольно-

го треугольника OAM  находим: 

 ϕρ= cosx , ϕρ= siny .  (1.38) 

Для дальнейшего предположим, что область D, по которой мы 

будем интегрировать, имеет следующее специальное устройство 

(Стандартная ситуация 1.3): она ограничена двумя кривыми, поляр-

ные уравнения которых )(1 ϕρ=ρ  и )(2 ϕρ=ρ , и лучами 1ϕ=ϕ  и 

2ϕ=ϕ , идущими из полюса O  (рис. 1.21). 

 

xO 

1ϕ

2ϕ=ϕ
вход

выход)(1 ϕρ=ρ
)(2 ϕρ=ρ

 

Рис. 1.21 

Всякий луч ϕ=ϕ  с началом в точке O , заключенный между лу-

чами, ограничивающими область D , пересекает каждую из линий 

)(1 ϕρ=ρ  и )(2 ϕρ=ρ  в единственной точке: точке «входа» (на ))(1 ϕρ  

и точке «выхода» (на ))(2 ϕρ .  
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Итак, пусть требуется вычислить ∫∫
D

dSyxf ),( , где D  – область 

указанного типа в декартовой системе координат yx0 . Используя 

связь между декартовыми и полярными координатами (1.38), преоб-

разуем подынтегральную функцию к виду: 

 ),()sin,cos(),( ϕρ=ϕρϕρ= Ffyxf . 

Теперь необходимо найти выражение для элемента площади  

в полярных координатах. В случае декартовых координат мы разби-

вали область интегрирования на части прямыми const=x , const=y , 

причем dxdydS = . А сейчас разобьем область D  на элементарные 
части с помощью окружностей const=ρ  и лучей const=ϕ  (они яв-

ляются координатными линиями полярной системы координат).  
Выделим один из получившихся элементов, ограниченный бесконеч-

но близкими лучами, проходящими под углом ϕ  и ϕ+ϕ d  к полярной 

оси и бесконечно близкими окружностями радиусов ρ  и ρ+ρ d   

(на рис. 1.22 это криволинейный четырехугольник ,KLMN  причем 

ρ=OK , а ϕ=∠ dNOK ). По формуле длины дуги окружности (в ра-
дианах) имеем ϕρ= dNK . Но второе измерение четырехугольника 
уже известно: ρ= dKL . Если принять четырехугольник KLMN за пря-

моугольник (это основное допущение), то его площадь dS  находим 

без труда: 
 ϕρρ=ρϕρ=⋅= ddddKLNKdS .  (1.39) 

 

О 
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ϕρd
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Рис. 1.22 
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С учетом сказанного, в полярных координатах двойной интеграл 
выглядит так: 

 ∫∫∫∫
′

ϕρρϕρ=
DD

ddFdSyxf ),(),( ,  (1.40) 

где D′  – область D  в полярной системе координат. 
Для его вычисления, как и раньше (раздел 1.5), будем трактовать 

интеграл из правой части равенства (1.40) как массу пластинки D′   
с плотностью ),( ϕρF . Подсчитаем сейчас )(DM  по-другому. Рас-
смотрим представленное выше разбиение области D  на элементарные 
части (рис. 1.22) и, в первую очередь, вычислим массу элементарной 
ячейки KLMN  в предположении, что внутри нее плотность постоянна 
и равна ),( ϕρF . Тогда  

 ϕρρϕρ=ϕρ≈ ddFdSFdm ),(),( .  (1.41) 

Теперь мы в состоянии вычислить массу всего бесконечно узко-
го стержня ABCE , содержащего ячейку KLMN , «суммированием» 
масс всех таких ячеек, т. е. интегрированием по ρ  соответствующего 

выражения: 

 ∫∫
ϕρ=ρ

ϕρ=ρ

ϕρ=ρ

ϕρ=ρ

ρρϕρϕ=ϕρρϕρ
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),( dFdddF .  (1.42) 

(При этом интегрировании ϕ  и ϕd  – постоянны). Осталась самая ма-
лость: найти массу пластинки D  «суммированием» масс всех стерж-
ней, т. е. интегрированием выражения (1.42) по ϕ : 

 ∫∫
ϕρ=ρ

ϕρ=ρ

ϕ

ϕ

ρρϕρϕ=
)(

)(

2

1

2

1

),()( dFdDM .  (1.43) 

Окончательно получаем «рабочую» формулу, сводящую двой-
ной интеграл к повторному: 

 ∫∫∫∫
ϕρ=ρ

ϕρ=ρ

ϕ

ϕ′
ρρϕρϕ=ϕρρϕρ

)(

)(

2

1

2

1

),(),( dFdddF
D

.  (1.44) 

В правой части равенства (1.44) вначале интегрируем по ρ  (при 

произвольном, но фиксированном ϕ) в пределах от «точки входа» 

( ))(1 ϕρ=ρ  до «точки выхода» ( ))(2 ϕρ=ρ , а затем по ϕ  в пределах 

его наибольшего изменения. 
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В рассмотренной нами стандартной ситуации 3 полюс находится 
вне области интегрирования. Остается рассмотреть еще два случая. 

Стандартная ситуация 1.4, когда полюс находится внутри облас-
ти D . Предположим, что D  ограничена замкнутой кривой )(ϕρ=ρ . 

Тогда пределы расставляются следующим образом: 

 ∫∫∫∫
ϕρ=ρ

=ρ

π

′
ρρϕρϕ=ϕρρϕρ

)(

0

2

0

),(),( dFdddF
D

.  (1.45) 

Стандартная ситуация 1.5, когда полюс находится на границе 
области D . Как правило, в таких случаях расстановка пределов ин-

тегрирования не вызывает затруднений. Рассмотрим иллюстрирую-

щий 

Пример 1.11. Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле ∫∫
′

ϕρρϕρ
D

ddF ),( , где D  – область, ограниченная окружно-

стью с центром в точке ),0( b  и радиуса b  (рис. 1.23). 

 

0 b x-b 

b

2b
y

D

 

Рис. 1.23 

Решение 
Прежде всего запишем уравнение окружности, о которой идет 

речь в условии примера: 222 )( bbyx =−+ . Откуда 

 byyx 222 =+ .  (1.46) 

Переходя в равенстве (1.46) к полярным координатам по форму-

лам (1.38), получаем ϕ=ρ⇒ϕρ=ρ sin2sin22 bb . Это уравнение кон-

тура области D′  в полярных координатах. Из рис. 1.23 понятно, что ес-
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ли ϕ  будет изменяться от нуля до π , а ρ  – от нуля до контура, то соот-
ветствующий радиус-вектор «заметет» всю область D . Поэтому  

 ∫∫∫∫
ϕ=ρ

=ρ

π

′
ρρϕρϕ=ϕρρϕρ=

sin2

00

11 ),(),(

b

D

dFdddFI .  (1.47) 

Замечание 1.9 

Подчеркнем, что при использовании полярных координат порядок 

интегрирования фиксированный: внутренний интеграл берется по ρ . 

В заключение данного пункта рассмотрим примеры вычисления 

двойных интегралов в полярных координатах. И прежде всего вер-

немся, как и обещали, к примеру 1.10 из раздела 1.6. 

Пример 1.12. Вычислить интеграл  

 == 1012 II ∫∫ −−
D

dxdyyxR 222 ,   

где 222: RyxD ≤+ . 

Решение 
Перейдем в 10I  к полярным координатам: ϕρ= cosx , 

ϕρ= siny , 222 ρ=+ yx , ϕρρ= ddds . Имеем: 

 =ρρρ−ϕ=ϕρρρ−= ∫∫∫∫
=ρ

=ρ

π

′

R

D

dRdddRI
0

22
2

0

22
10  

 ( ) ( ) ( ) =ρ−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅π=ρ−ρ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅ϕ= ∫

=ρ

=ρ

π
RR

RRdR

0

2

3
22

0

222

1
222

0 3

2

2

1
2

2

1
 

 ( )
3

2
0

3

2 3

2

3
2 R

R
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
−= . 

Теперь среднее значение функции 222 yxR −−  найти легко: 

3

2
:

3

2 2
3 R

R
R

f =π
π

= . 
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Комментарий  

1. Прежде всего похвалим полярные координаты: они, как видно 

из рассмотренного примера, здорово облегчают вычисление некото-

рых двойных интегралов. 

2. Полярные координаты удобно применять, если 

� областью интегрирования служит круг, или его часть; 

� подынтегральная функция содержит сумму квадратов пере-
менных: 22 yx + . 

3. Уравнение окружности 222 Ryx =+  в полярных координатах 

выглядит так: R=ρ . Действительно,  

 RRR

y

x

Ryx

=ρ⇒=ρ⇒=ϕρ+ϕρ⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ϕρ=
ϕρ=
=+

2222222

222

sincos

sin

cos . 

4. Это пример на стандартную ситуацию 1.4. Пример 1.11 иллюст-
рирует стандартную ситуацию 1.5. Остается (для выполнения програм-

мы-минимум) рассмотреть пример на стандартную ситуацию 1.3. 

Пример 1.13. Вычислить интеграл ∫∫=
D

dxdy
x

y
I arctg13 , где D  – 

часть кольца: 122 ≥+ yx ; 922 ≤+ yx ; 
3

x
y ≥ ; 3xy ≤ . 

Решение 
Шаг 1. Прежде всего разберемся с областью интегрирования,  

а именно: определим ее границы. Имеем: 122 =+ yx  и 922 =+ yx  

есть концентрические окружности с центром в начале координат ра-

диусов 1 и 3 соответственно; далее, 
3

x
y =  и 3xy =  – прямые, про-

ходящие через начало координат, с угловыми координатами 

6
tg

3

1 π
=  и 

3
tg3
π

=  соответственно. Остается все нарисовать  

(рис. 1.24). 
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3xy =
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-3 

y
3

1
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Рис. 1.24 

Шаг 2. Перейдем в заданном интеграле 13I  к полярным коорди-

натам. Предварительно подсчитаем =
ϕρ
ϕρ

=
cos

sin
arctgarctg

x

y
 

ϕ=ϕ)arctg(tg . Поэтому 13I  преобразуется так: 

 =
ρ
⋅

ϕ
=ρρϕϕ=ϕρϕρ==

π

π

π

π′
∫∫∫∫∫∫

3

1

23

6

23

1

6

13
22

arctg dddddxdy
x

y
I

DD

 

 ( )
636

14
219

3694

1 2
2

22 π
=

−
⋅π=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−

π
= . 

1.8. Двойной интеграл в криволинейных координатах: 
общий случай замены переменных 

Перед тем как вычислять – 

Надо бы совет держать.  

Это что за координаты 

Нам бы не мешало взять?! 
 

Мы уже видели в разделе 1.7, что переход в двойном интеграле 
от декартовых координат к полярным в некоторых случаях сущест-
венно упрощает вычисления. Увы, полярные координаты выручают 
далеко не всегда. 

Пример 1.14. Найти площадь фигуры, ограниченной парабола-
ми 2axy = , 2bxy =  ( ba <<0 ) и гиперболами pxy = , qxy =  

( qp <<0 ). 
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Решение 
Поскольку линии, данные в условии задачи, изучаются даже  

в школе (а затем и в аналитической геометрии), то, в принципе, по-

строение самой фигуры больших затруднений вызывать не должно. 

Прокомментируем только несколько принципиальных моментов. 

1. Из ba <<0  следует, что ветви парабол 2axy = , 2bxy =  на-
правлены вверх, а значит, они расположены в I и II четвертях. 

2. Из qp <<0  следует, что гиперболы pxy = , qxy =  располо-

жены в I и III четвертях. Поэтому точки пересечения наших кривых 

находятся в первой четверти. 

3. В I четверти функции 2axy = , 2bxy =  монотонно возрастают 
(и имеют единственную общую точку – начало координат), а функции 

pxy = , qxy =  монотонно убывают. Значит, любая парабола с любой 

гиперболой пересекаются в единственной точке и наша фигура – кри-

волинейный четырехугольник (рис. 1.25). 
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Рис. 1.25 

4. Из ba <<0  вытекает, что 22 bxax < . Значит, парабола 
2bxy =  лежит над параболой 2axy = . 

5. Из 
⎭
⎬
⎫

>
<<
0

0

x

qp
 вытекает, что 

x

q

x

p
<  и, значит, гипербола 

x

q
y =  

лежит над гиперболой 
x

p
y =  (как показано на рис. 1.24). 

Как было отмечено в замечании 1.2 

 ∫∫∫∫ =⋅=
DD

dxdydSDS 1)( .  (1.48) 
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Непосредственное вычисление этого интеграла доставит немало 

хлопот (не помогут, конечно, и полярные координаты). Поэтому от-
ложим решение задачи до тех пор, пока мы не подготовим необходи-

мый инструментарий, а именно: не научимся делать замену перемен-

ных в общем виде. 
Итак, рассмотрим двойной интеграл 

 ∫∫
D

dSyxf ),( , (1.49) 

и пусть даны две функции  

 
⎭
⎬
⎫

ψ=
ϕ=

),(

),(

vuy

vux
, (1.50) 

определенные в области Δ  и непрерывные там вместе со своими ча-
стными производными. Допустим, кроме того, что формулы (1.50) ус-
танавливают взаимно однозначное соответствие между областями D  

и Δ . Это значит, что не только каждой точке Δ∈),( vu  соответствует, 
согласно (1.50), единственная точка Dyx ∈),( , но и, обратно, для лю-

бой точки Dyx ∈),(  существует единственная точка Δ∈),( vu , для ко-

торой выполняются соотношения (1.50). Из сказанного следует, что 

для любых заданных x , y  таких, что точка ),( yx  находится в D  сис-
тема уравнений (1.50) с неизвестными u , v  имеет единственное ре-
шение ),( vu , лежащее в Δ : 

 
⎭
⎬
⎫

ψ=
ϕ=

),(

),(

yxv

yxu
. 

Итак, мы можем утверждать, что любая точка DyxP ∈),(  впол-

не определяется заданием соответствующей ей точки Δ∈),( vuQ . Зна-
чит, числа ),( vu  можно считать новыми координатами точки P . Та-
кие координаты называются криволинейными. 

Разобьем область Δ  на прямоугольные ячейки прямыми 

 
const.

const,

0

0

==
==

vv

uu
 

Каждая линия 0uu =  перейдет согласно формулам (1.50) в ли-

нию на плоскости ),( yx  с параметрическими уравнениями: 
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 ),( 0 vux ϕ= ,  ),( 0 vuy ψ= ,  (1.51) 

где v  – параметр. 

Аналогично, прямая 0vv =  перейдет в линию с параметриче-
скими уравнениями: 

 ),( 0vux ϕ= ,  ),( 0vuy ψ= ,  (1.52) 

где u  – параметр. 

Эти линии называются координатными линиями для данной 

криволинейной системы координат. Линии (1.51) и (1.52) характери-

зуются тем, что вдоль каждой из них одна из криволинейных коорди-

нат u  или v  остается постоянной. 

Если теперь координате u  придавать различные числовые зна-
чения, то в плоскости ),( yx  мы получим целое семейство координат-
ных линий. Аналогично, различным фиксированным значениям коор-

динаты v  будет соответствовать другое семейство координатных 

линий в плоскости ),( yx . 

Ввиду взаимно однозначного соответствия между областями Δ  

и D  различные координатные линии одного и того же семейства не 
пересекаются  между собой и через каждую точку ),( yxP  области D  

пройдет по одной линии из каждого семейства (рис. 1.26). 
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Рис. 1.26 

Таким образом, каждой прямоугольной сетке прямых const=u , 

const=v  на плоскости ),( vu  будет отвечать криволинейная сетка ко-

ординатных линий на плоскости ),( yx . 

Пример 1.15. Как мы уже отмечали, простейшим примером 

криволинейных координат могут служить полярные координаты: 

 ϕρ= cosx ,  ϕρ= siny .  (1.53) 
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Здесь ρ=u , ϕ=v . Будем теперь переменные ρ , ϕ  рассматри-

вать не как полярные координаты точки в плоскости ),( yx , а как пря-

моугольные координаты точки в другой плоскости ),( ϕρ . Тогда фор-

мулы (1.53) каждой точке ),( ϕρ  из этой плоскости сопоставляют одну 

определенную точку плоскости ),( yx . Однако это отображение не яв-

ляется взаимно однозначным. Например, точкам ),( ϕρ  и )2,( π+ϕρ k , 

где ...,3 ;2 ;1 ±±±=k  , которые, очевидно, различны в плоскости 

),( yx  отвечает одна и та же точка, ибо ϕ=π+ϕ cos)2cos( k ,  

а ϕ=π+ϕ sin)2sin( k . Более того, прямой 0=ρ  из плоскости ),( ϕρ  

формулы (1.53) сопоставляют одну точку )0;0(  плоскости ),( yx . 

Постараемся сузить отображение (1.53) до взаимно однозначно-

го, потребовав при этом, чтобы вся плоскость ),( yx  была покрыта. 
Очевидно, достаточно взять 0≥ρ , π<ϕ≤ 20 . Эти условия означают, 
что точки ),( ϕρ  не выходят из полосы Ω , изображенной на рис. 1.27. 
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Рис. 1.27 

Указанная полоса Ω  отображается посредством формул (1.53) 

на всю плоскость ),( yx , и это отображение взаимно однозначно во 

всей внутренней части полосы, т. е. взаимная однозначность наруша-
ется только в точках ее контура. 

В силу соотношений (1.53) прямым const=ρ , const=ϕ  плоско-

сти ),( ϕρ  отвечают окружности радиуса ρ  с центром в начале коор-

динат и, соответственно, лучи, исходящие из начала координат под 

углом ϕ  к оси x0  (рис. 1.28). 

Действительно, пусть const==ρ R . Из (1.53) получаем 
222222 )sin(cos ρ=ϕ+ϕρ=+ yx . Полагая в последнем равенстве 
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R=ρ , получаем: 222 Ryx =+ . А это уравнение окружности с цен-

тром в начале координат, радиус которой R . Далее, пусть 

const=θ=ϕ . Тогда 
⎭
⎬
⎫
θρ=
θρ=

cos

sin

x

y
. Разделив первое из этих равенств на 

второе, получим consttg ==θ= k
x

y
 ⇒  kxy =  ( 0≠x ). А это и есть 

луч, исходящий из начала координат под углом θ  к оси x0 . 

Следовательно, в данном преобразовании одним семейством ко-

ординатных линий является семейство концентрических окружностей 

с центром в начале координат, а другим – семейство лучей, исходя-

щих из той же точки (рис. 1.28). 
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Рис. 1.28 

Вернемся к общему случаю и рассмотрим прежде всего инте-
грал (1.49). По формулам (1.50) имеем: 

 )),(),,((),( vuvufyxf ψϕ=  

и, чтобы завершить замену старых переменных на новые остается са-
мая «малость»: установить как изменяется элемент dxdyds =  площа-
ди при переходе к новым координатам. Этим мы сейчас и займемся. 

Рассмотрим в плоскости ),( vu  бесконечно малый прямоуголь-

ник с вершинами ),(1 vuQ , ),(2 vduuQ + , ),(3 dvvduuQ ++ , 

),(4 dvvuQ + , где 0>Δ= udu , 0>Δ= vdv  суть приращения независи-

мых переменных u , v . Вершине 1Q  этого прямоугольника в плоско-

сти ),( yx  соответствует, согласно (1.50), точка 

 ),(  ),,(:),(1 vuyvuxyxP ψ=ϕ= . 
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Вершине 2Q  соответствует точка 

 )),( ),,((2 vduuvduuP +ψ+ϕ . 
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Рис. 1.29 

Вершине 3Q  соответствует точка 

 )),( ),,((3 dvvduudvvduuP ++ψ++ϕ . 

И, наконец, вершине 4Q  соответствует точка 

 )),( ),,((4 dvvudvvuP +ψ+ϕ . 

Далее нам потребуется связь между полным приращением  

и полным дифференциалом функции двух переменных  

 ρργ+
∂
∂

+
∂
∂

=ρργ+Δ′+Δ′=Δ )()(),(),( 0000 dy
y

f
dx

x

f
yyxfxyxff yx ,  

где 22 yx Δ+Δ=ρ , а )(ργ=γ  – бесконечно малая функция в точке 
ноль, т. е.  0lim

0
=γ

→ρ
. Перепишем это равенство следующим образом:  

 yyxfxyxfyxfyyxxf yx Δ′+Δ′≈−Δ+Δ+ ),(),(),(),(  

или 

 yyxfxyxfyxfyyxxf yx Δ′+Δ′+≈Δ+Δ+ ),(),(),(),( .  (1.54) 

С этого момента мы не будем учитывать приближенный харак-

тер равенства (1.54), полагая, что рассматриваются только бесконечно 

малые приращения функций. В этом предположении будем иметь: 

 du
u

xdu
u

vuvduu
∂
ϕ∂

+=
∂
ϕ∂

+ϕ=+ϕ ),(),( .  (1.55) 
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 du
u

ydu
u

vuvduu
∂
ψ∂

+=
∂
ψ∂

+ψ=+ψ ),(),( .  (1.56) 

     dv
v

du
u

xdv
v

du
u

vudvvduu
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

+=
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

+ϕ=++ϕ ),(),( .  (1.57) 

   dv
v

du
u

ydv
v

du
u

vudvvduu
∂
ψ∂

+
∂
ψ∂

+=
∂
ψ∂

+
∂
ψ∂

+ψ=++ψ ),(),( .  (1.58) 

 dv
v

xdv
v

vudvvu
∂
ϕ∂

+=
∂
ϕ∂

+ϕ=+ϕ ),(),( .  (1.59) 

 dv
v

ydv
v

vudvvu
∂
ψ∂

+=
∂
ψ∂

+ψ=+ψ ),(),( .  (1.60) 

Подчеркнем, что все функции, стоящие в правых частях ра-
венств (1.55)–(1.60), вычисляются в точке ),(1 vuQ . 

Итак, окончательные координаты точек-образов iP  ( 4,1=i ) суть: 
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∂
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∂
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dv
v

ydv
v

xP

dv
v

du
u

ydv
v

du
u

xP

du
u

ydu
u

xPyxP

  (1.61) 

Рассмотрим теперь векторы: 
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  (1.62) 
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Вывод напрашивается сам собой: 

 32413421     ; PPPPPPPP == ,  (1.63) 

и четырехугольник 4321 PPPP  – параллелограмм. 

Конечно, сформулированное утверждение верно с точностью до 

бесконечно малых высшего порядка малости – ведь мы при нахожде-
нии координат вершин «пожертвовали» членами высшего порядка 
малости. 

Будем считать, что наш параллелограмм достаточно точно заме-
нил криволинейный четырехугольник с теми же вершинами, образо-

ванный координатными линиями. Зато теперь площадь ds  параллело-

грамма 4321 PPPP  находится без особых проблем. Напомним, что 

площадь параллелограмма, построенного на векторах a
r

, b
r

 равна мо-

дулю векторного произведения его сторон: 

 [ ]
zyx

zyx

bbb

aaa

kji

baS

rrr

==  , .  (1.64) 

В этой формуле две внешние вертикальные черты – знак моду-

ля, а две внутренние – определителя. Чтобы применить формулу 

(1.64) будем считать, что у векторов (1.63) третьи координаты равны 

нулю. В этом предположении получаем: 

 [ ] =

∂
ψ∂

∂
ϕ∂

∂
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∂
ϕ∂
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v
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du
u
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u

dv
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PPPPdS
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 dudv
vuD

yxD
dudv

vuD

D
dudv

vv

uu
),(

),(

),(

),(
=

ψϕ
=

∂
ψ∂

∂
ϕ∂

∂
ψ∂

∂
ϕ∂

= . 

Комментарий  

1. При переходе от определителя третьего порядка к определи-

телю второго порядка мы разложили исходный определитель по эле-
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ментам третьего столбца. Затем мы вынесли общие множители du , 

dv  из первой и второй строк, соответственно, определителя второго 

порядка за его знак. 

2. Получившийся у нас в процессе преобразований функцио-

нальный определитель называется определителем Якоби. 

Отметим, что выбор обозначения, похожего на знак производ-

ной, связан с тем обстоятельством, что якобиан в теории функций не-
скольких переменных во многих случаях играет роль, аналогичную 

роли производной для функции одного переменного. 

Итак, для элемента площади параллелограмма 4321 PPPP  оконча-
тельно получаем: 

 dudv
vuD

D
dS

),(

),( ψϕ
= .  (1.65) 

(Очевидно, произведение dudv  дает площадь бесконечно малого пря-

моугольника 4321 QQQQ  в плоскости )),( vu . Взяв теперь значения ин-

тегрируемой функции в точке ),( yx , – вершине 1P , – получаем  

формулу: 

 dudv
vuD

D
vuvufdSyxf

),(

),(
)),(),,((),(

ψϕ
ψϕ= .  (1.66) 

Записав равенства типа (1.66) для всех соответствующих друг 
другу ячеек наших разбиений областей Δ  и D  (в плоскости ),( vu  – 

это прямоугольники, а в плоскости ),( yx  – криволинейные паралле-
лограммы, образованные координатными линиями) и, просуммировав 

эти равенства, приходим к формуле 

  ∫∫∫∫∫∫
Δ

ψϕ
ψϕ== dudv

vuD

D
vuvufdxdyyxfdSyxf

DD
),(

),(
)),(),,((),(),( . (1.67) 

Это и есть формула замены переменных в двойном интеграле. Из-
ложенный здесь вывод формулы (1.67) принадлежит М. В. Остроград-

скому (Михаил Васильевич Остроградский (1801–1861) – знаменитый 

русский математик). 

Замечание 1.10 

Окинем взглядом содеянное. Суть наших рассуждений состояла 
в том, что область интегрирования D  разбивалась не на прямоуголь-

ные ячейки со сторонами, параллельными осям x0  и y0 , а на криво-
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линейные параллелограммы с помощью сетки координатных линий. 

Модуль якобиана дает согласно формуле (1.65) отношение 
dudv

dS
 

площади бесконечно малого криволинейного параллелограмма, обра-
зованного двумя парами бесконечно близких координатных линий,  

к площади соответствующего ему бесконечно малого прямоугольника 
на плоскости ),( vu . В дальнейшем для упрощения записей будем 

пользоваться обозначением 

 
),(

),(
),(

vuD

D
vuJJ

ψϕ
== .  (1.68) 

Теперь мы можем следующим образом сформулировать гео-

метрический смысл якобиана: || J  представляет собой коэффициент 
растяжения площади в точке ),( vu  при отображении области Δ  на 
область D  согласно формулам (1.50). 

Замечание 1.11 

Для случая полярных координат получаем: ϕρ= cosx , 

ϕρ= siny  

 

( ) ,cossin

cossin
sincos

cossin

22

22

ρ−=ϕ+ϕρ−=

=ϕρ−ϕρ−=
ϕϕ
ϕρϕρ−

=

ρ∂
∂

ρ∂
∂

ϕ∂
∂

ϕ∂
∂

=
yx

yx

J
 

 ρ=|| J .  (1.69) 

Соответствующая формула принимает вид: 

        ∫∫∫∫∫∫
ΔΔ

ϕρρϕρ=ϕρρϕρϕρ= ddFddfdSyxf
D

),()sin,cos(),( .  (1.70) 

Остается конкретизировать ее для соответствующих стандарт-
ных областей (стандартные ситуации 1.3, 1.4, 1.5). 

Теперь уже, опираясь на проведенное исследование, мы можем 

смело приступать к решению примера 1.14 (см. рис. 1.25). 

Итак, наша задача – вычислить интеграл (1.48): 

 ∫∫=
D

dSDS )( . 
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Как мы уже отмечали, вычисление его в декартовых координатах 

ничего хорошего не сулит. Поэтому попробуем преобразовать его к но-

вым криволинейным координатам так, чтобы областью интегрирования 
D  стал не криволинейный четырехугольник MNKL  (рис. 1.25), а неко-

торый прямоугольник Δ : LKNM ′′′′ . Для этого рассмотрим два семейства 
кривых (парабол и гипербол):  

 u
x

y
=

2
,  vxy = .  (1.71) 

Чтобы каждое из них заполняло область D , достаточно взять те 
значения параметров u , v , которые удовлетворяют неравенствам 

 bua ≤≤ ,  qvp ≤≤ . 

Легко видеть (см. наши рассуждения при построении области D), 

что через каждую точку области D  проходит одна и только одна пара-
бола 2uxy = , а также одна и только одна гипербола vxy = . Так что ука-
занные два семейства кривых образуют сетку координатных линий,  

и поскольку задание этих двух кривых, т. е. значений параметров  u , v , 

однозначно определяет точку фигуры D , то эти параметры и примем за 
криволинейные координаты точек D . 

Областью изменения параметров u , v  в плоскости ),( vu  будет 
прямоугольник } ,:),{( qvpbuavu ≤≤≤≤=Δ  (рис. 1.30). 
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Рис. 1.30 

 

 

 



 54

Далее выразим x , y  через u , v . Из системы уравнений (1.71): 

 3
2

3
1

23

222

2 vuyuvy

vyx

u
x

y

=⇒=⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
 

(сначала возвели в квадрат нижнее уравнение системы (1.71), а затем 

полученные уравнения перемножили). Теперь из второго уравнения 

(1.71) находим:  

 3
1

3
1

3
2

3
1

1 vuvvuvyx
−−−− === . 

Значит, 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

= −

.

,

3
2

3
1

3
1

3
1

vuy

vux
 

Переходим к формированию якобиана: 

 3
1

3
4

3

1
vuxu

−−=′ ;  3
2

3
1

3

1 −−=′ vuxv ; 

 3
2

3
2

3

1
vuyu

−=′ ;  3
1

3
1

3

2 −=′ vuyv . 

 ( ) ( )
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vuvu
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),( 111
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3
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3
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3
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3
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u

vuJ
3

1
),( = . 

Согласно формуле (1.67) имеет место: 

 =⋅==== ∫∫∫∫∫∫
ΔΔ

q

p

b

a

q

p

b

a

vudvdu
u

dudv
u

dudvvuJDS  ln
3

11

3

11

3

1
),()(  

 ( ) ( ) ( )
a

bpq
pq

a

b
pqab ln

3
ln

3

1
lnln

3

1 −
=−=−⋅−= . 

Примечание 1.8 

1. Модули в последних соотношениях можно было вообще не писать, ибо 

по условию ba <<0 . 

2. Опять же по условию qp <<0 . Поэтому, как и следовало ожидать, от-
ветом является положительное число. 
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Чтобы усовершенствоваться в методе замены переменных, рас-
смотрим еще один. 

Пример 1.16. Вычислить интеграл  

 ∫∫ −π−π=
D

dxdyyxyxI 222
16 )(sin)(2 , 

где D  – область, ограниченная прямыми 2=+ yx , 4=+ yx , 

1−=− yx , 2=− yx . 

Решение 
Как известно из аналитической геометрии, для того, чтобы прямые 

 0111 =++ CyBxA  и 0222 =++ CyBxA   (1.72) 

были параллельными, достаточно, чтобы их координаты при неиз-

вестных были пропорциональными: 
2

1

2

1

B

B

A

A
= . 

Опираясь на этот факт, заключаем, что прямые 2=+ yx   

и 4=+ yx  параллельны. Аналогично устанавливаем, что и прямые 
1−=− yx , 2=− yx  параллельны. Значит, область D  – параллело-

грамм. Более того, докажем, что D  – прямоугольник. Прежде всего 

вспомним условия перпендикулярности прямых, заданных уравне-
ниями (1.72): 02121 =+ BBAA . Проверим его, скажем, для прямых 

2=+ yx , 1−=− yx . Имеем: 11 =A , 11 =B , 12 =A , 12 −=B . Следова-
тельно, 0)1(1112121 =−⋅+⋅=+ BBAA  и эти прямые взаимно перпенди-

кулярны. 

Осталось вспомнить, что параллелограмм с прямым углом – 

прямоугольник (рис. 1.31). 
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Рис. 1.31 
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Непосредственное вычисление 16I  достаточно трудоемкое, ибо 

для его реализации область D  придется разбить на три трапециевидные 
части, да и подынтегральная функция особых симпатий не вызывает. 

Поэтому попробуем ввести новые переменные в надежде, что 

ситуация упростится:  

 uyx =+ , vyx =− . (1.73) 

Тогда 

 

⎢
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⎢
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⎡
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⎡
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v

u

u

yx

yx

yx

yx

D  

и вместо неудобно расположенного прямоугольника MNKL  в плоско-

сти ),( yx  мы получаем в плоскости ),( vu  прямоугольник NKLM ′′′′ , 

стороны которого параллельны осям координат и, значит, интегриро-

вание по нему осуществляется наиболее просто. 

Итак, мы на верном пути, и остается пересчитать подынтеграль-

ную функцию в новых координатах и вычислить якобиан преобразо-

вания. Последовательно имеем: 

 =−π+−π=−π−π= 2222 )(sin))((2)(sin)(2),( yxyxyxyxyxyxf  

2sin2 vuv ππ= . 

Далее, из системы (1.73) выражаем x , y  через u , v : 
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Теперь имеем: 
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И мы готовы к замене переменных: 

 =ππ=⋅ππ= ∫∫∫∫
−

2

1

2
4

2

2
16 sin

2

1
sin2 dvvvudududvvuvI

D

 

 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

π
−⋅

−π
=ππ

π
⋅

π
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−−
∫

2

1

2
2

1

22

4

2

2
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2

1

2

)416(
)(sin

2

1

2
vvdv

u
 

 ( ) 6
2

)1(1
6cos4cos

2

1
6 −=

−−
⋅−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π−π

π
−⋅π= . 

Замечание 1.12 

Из приведенных примеров и из вывода общей формулы замены 

переменных (1.67) вполне понятно, что цель замены переменных  

в двойном интеграле несколько иная, чем цель замены переменного  

в интеграле по отрезку. Там мы заботились только об упрощении по-

дынтегральной функции, а область интегрирования при  любой заме-
не переменного оставалась отрезком. Здесь же, т. е. в двойном инте-
грале, мы преследуем, проводя замену переменных, сразу две цели: 

максимальное упрощение области интегрирования (т. е. приведение 
ее к стандартному виду) и возможное упрощение подынтегральной 

функции. 

Что же касается практического выбора криволинейных коорди-

нат при вычислении двойного интеграла, то эта проблема  явно попа-
дает в разряд эвристических, ибо в общем случае никакого опреде-
ленного рецепта (стандарта на решение) дать нельзя. Тем не менее, 
существует один вид криволинейных координат, который имеет прак-

тически неограниченный диапазон применений. 

1.9. Двойной интеграл в обобщенных полярных 
координатах. Теорема существования  
для общего случая замены переменных 

Начнем с простой задачи. 

Пример 1.17. Найти площадь фигуры, ограниченной эллипсом:  

 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
.  (1.74) 
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Решение 
Задачу вполне можно одолеть и с помощью обычного опреде-

ленного интеграла. Действительно, учитывая симметрию эллипса 
(рис. 1.32), получаем: 

 ∫ −=
a

dxxa
a

bS

0

22

4
.  (1.75) 

 

0-a a x

b

-b 

D

y

 

Рис. 1.32 

С этим интегралом мы уже однажды сталкивались (пример 1.10): 

его можно, к примеру, вычислить с помощью подстановки: tax cos= . 

Станем теперь решать эту задачу с помощью двойного интегра-
ла: ∫∫=

D

dSDS )( . 

Если далее работать с декартовыми координатами, то опять 
придем к интегралу (1.75). Не помогут и обычные полярные коорди-

наты: эллипс, увы, – не окружность! 

Попробуем подобрать такие криволинейные координаты, в ко-

торых эллипс превратится в окружность. Возьмем обычные полярные 
координаты и модифицируем их введением соответствующих коэф-

фициентов искажения по осям 

 ϕρ= cosax , ϕρ= sinby ,  (1.76) 

где параметры a , b  – суть константы из уравнения эллипса (1.74).  

В новых координатах уравнение эллипса принимает вид: 

 111
sincos 2

2

222

2

222

=ρ⇒=ρ⇒=
ϕρ

+
ϕρ

b

a

a

a
. 
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Значит, область  

 }20 ,10|),{( π≤ϕ≤≤ρ≤ϕρ=Δ .  (1.77) 

При этом мы, естественно, считаем, что полярная система коор-
динат обычным образом совмещена с декартовой: полюс полярной 

системы совпадает с точкой )0,0(O , а полярная ось – с осью x0 . 

Остается найти якобиан преобразования (1.76): 

 ρ=
ϕρϕ
ϕρ−ϕ

= ab
bb

aa
J

cossin

sincos
.  (1.78) 

Возвращаясь к площади эллипса в новых координатах, получаем 

 ababddabddabdSDS
D

π=
ρ

π=ρρϕ=ϕρρ== ∫∫∫∫∫∫
π

Δ

1

0

21

0

2

0
2

2)( . 

Замечание 1.13 
1. Посмотрите насколько просто, хочется даже сказать – эле-

гантно, удалось осуществить вычисление (невольно на ум приходят 
слова из песни: «Вы оцените красоту игры!»). 

2. Прообразом области D  (рис. 1.31) в плоскости ),( ϕρ  служит 
прямоугольник (1.77) (рис. 1.33). 

3. Если в уравнении (1.74) ba =  (т. е. эллипс превращается в ок-

ружность), то из формулы abDS π=)(  вытекает 2)( aDS π=  – извест-
ная формула площади круга. 

 

0 1

2π

ϕ

ρ

1Δ

1

 

Рис. 1.33 

4. В некоторых более сложных ситуациях даже формул типа 
(1.76) оказывается недостаточно. Тогда приходится использовать са-
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мый общий вид полярных координат – обобщенные полярные коорди-
наты. Они вводятся по формулам 

 ϕρ=− αβ cos0 axx ,  ϕρ=− αβ sin0 byy ,  (1.79) 

где 0x , 0y , a , b , α , β  – некоторые числа, выбираемые в каждом кон-

кретном случае из соображений удобства. Якобиан этого отображения 

 =
ϕραϕρβ
ϕρα−ϕρβ

=
−αβα−β

−αβα−β

cossinsin

sincoscos
11

11

bb

aa
J  

 =ϕϕαβρ+ϕϕαβρ= +α−α−β−α+α−β 11121112 sincossincos abab  

 =ϕ+ϕϕϕαβρ= −α−α−β )sin(cossincos 221112ab  

 ϕϕαβρ= −α−α−β 1112 sincosab .  (1.80) 

Пример 1.18. Вычислить интеграл  

 ∫∫ +=
D

dxdyyxI )( 22
18 , 

где D  – круг, ограниченный окружностью  

 xyx 222 =+ .  (1.81) 

Решение 
Найдем центр и радиус окружности (1.81): 

 1)1(1)12(2 222222 =+−⇒=++−⇒=+ yxyxxxyx . 

Значит центр окружности находится в точке )0,1(Q , а ее радиус 
равен 1 (рис. 1.34). Рассмотрим теперь два возможных способа введе-
ния новых переменных. 
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Рис. 1.34 
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Первый способ. Воспользуемся обыкновенными полярными ко-

ординатами (1.53):  

 ϕρ= cosx ,  ϕρ= siny . 

Найдем прообраз Δ  круга D  в плоскости ),( ϕρ . Из рис. 1.34 на-

глядно видно, что достаточно считать ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−∈ϕ

2
;

2
. Займемся теперь 

границами для ρ . Подставляя выражения (1.53) в уравнение окружно-

сти (1.81), получаем: 

 ⎢
⎣

⎡
ϕ=ρ

=ρ
⇒ϕρ=ρ

.cos2

,0
cos22  

Первая из этих линий 0=ρ  в плоскости ),( ϕρ  есть попросту ось 

ϕ0 , а вторая линия ϕ=ρ cos2  – это косинусоида, растянутая в два 
раза по оси ρ0 . Эти две линии и ограничивают интересующую нас 

область Δ  (рис. 1.35), при этом, как мы уже отмечали, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−∈ϕ

2
;

2
. 
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Рис. 1.35 

Примечание 1.9. Принято в полярной системе координат первой считать 
координату ρ , а второй (соответственно) ϕ , т. е. точки записывают через коор-

динаты так: ),( ϕρM . Тем не менее, обычно уравнения линий в этой системе ко-

ординат имеют вид: )(ϕρ=ρ . Как следствие такой «нестыковки» мы и испыты-

ваем некоторое неудобство при изображении линий, ибо ось независимого 

переменного теперь вертикальная, а ось зависимого переменного – горизонталь-

ная. Ну что же, с этим приходится мириться. 
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Возвращаясь к нашему интегралу, легко его вычисляем: 

 =ϕ⋅ϕ=
ρ
⋅ϕ=ρρϕ=ϕρρρ= ∫∫∫∫∫∫
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⎠
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Замечание 1.14 

На практике нет особой необходимости каждый раз отдельно 

представлять область Δ , ибо расстановку пределов интегрирования в 

повторном интеграле нетрудно произвести, рассматривая не область 

Δ , а изменение полярных координат в исходной области D . Очевид-

но, в рассмотренном примере мы имели дело со стандартной ситуаци-

ей 5, когда полюс полярной системы координат лежит на границе об-

ласти интегрирования, а полярный радиус меняется от нуля до 

контура (в нашем случае – до линии ϕ=ρ cos2 ) (рис. 1.34). 

Второй способ. Сейчас мы перейдем к полярным координатам с 
полюсом не в точке )0,0(O , а в точке )0,1(Q  (центре круга). Соответ-
ствующие формулы в этом предположении: ϕρ=− cos1x , ϕρ= siny . 

Тогда прообразом 1Δ  круга D  окажется прямоугольник – наиболее 

простая для интегрирования область: 

 }20  ,10:),{(1 π≤ϕ≤≤ρ≤ϕρ=Δ   

(рис. 1.33, 1.36). Для подынтегральной функции теперь получаем:  

 +ϕρ+ϕρ+=+⇒
⎭
⎬
⎫

ϕρ=
ϕρ+= 2222 coscos21

sin

cos1
yx

y

x
 

 222 cos21sin ρ+ϕρ+=ϕρ+ . 
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0 1

2π

ϕ

ρ

1Δ

 

Рис. 1.36 

В итоге наш интеграл перепишется в виде: 

 =ρρ+ϕρ+ρϕ=ϕρρρ+ϕρ+= ∫∫∫∫
π

Δ

1

0

32
2

0

2
18 )cos2()cos21(

1

ddddI  

 =ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ρ
+ϕ

ρ
+

ρ
ϕ= ∫∫

ππ 2

0

1

0

4322

0

cos
3

2

4

3

4
cos

3

2

2
dd   

 = 
2

3
2

4

3
sin

3

2

4

3
2

0

π
=π⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ϕ+ϕ

π

. 

Пример 1.19. Найти площадь фигуры, ограниченной петлей 

кривой  

 axyyx =+ 3)(  ( 0>a ).  (1.82) 

Решение 
В условии  задачи имеется явная подсказка: у нашей кривой 

только одна петля. Исследуем уравнение (1.82), чтобы лучше пред-

ставить ее форму. 

1. Кривая проходит через начало координат 00)00( 3 ⋅⋅≡+ a . 

2. Кривая симметрична относительно прямой xy = . Действи-

тельно, если точка ),( 00 yxM  лежит на нашей кривой, то имеет место 

тождество: 00
3

00 )( yxayx ⋅⋅≡+ . Откуда 00
3

00 )( xyaxy ⋅⋅≡+ . Значит, 
и точка ),( 00 xyM ′  лежит на данной кривой. Симметрия же этих точек 

относительно биссектрисы xy =  очевидна. 
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3. Предположим теперь, что 0>xy , т. е. x , y  – одного знака. 
Тогда из 0>a  следует, что и 0>axy . Откуда 0)( 3 >+ yx  и, значит, 

0>+ yx . Из системы неравенств 
⎩
⎨
⎧

>
>

⇒
⎩
⎨
⎧

>+
>

0

0

0

0

y

x

yx

xy
. 

Вывод: из двух четвертей I  и III точки нашей кривой могут быть 

только  в первой четверти. 

4. Рассмотрим часть кривой, находящуюся в I четверти ( 0≥x , 

0≥y ) и покажем, что она ограничена. Для этого распишем правую 

часть равенства (1.82) по формуле куба суммы: 

 axyyxyyxxaxyyx =+++⇒=+ 32233 33)( . 

Теперь с учетом 0≥x , 0≥y , имеем: 

 ⇒≤⇒=+++≤ axyyxaxyyxyyxxyx 232232 3333  

 
3

0
3

0

0
3

3 a
x

a
x

xy

a
xxy

≤⇒≤−⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

≥

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⇒ .  

Аналогично, учитывая симметрию уравнения (1.82), заключаем, 

что 
3

a
y ≤ . Отсюда и следует требуемое утверждение. 

Примечание 1.10. Этот факт достаточно легко усмотреть, опираясь на сле-
дующие соображения качественного характера. Из уравнения (1.82) видно, что 

при больших положительных значениях х, y его левая часть растет вместе с х, y 

как третья степень, а правая – как вторая, т. е. левая часть растет быстрее правой. 

Значит, при 
⎩
⎨
⎧

+∞→

+∞→

y

x
 равенство (1.82) невозможно. 

Вывод: поскольку кривая ограничена в первой четверти и пере-
секается, как не трудно видеть, с осями координат в единственной 

точке )0,0(O , то она образует в первой четверти петлю, симметрич-

ную относительно оси xy = .   

5. Покажем, что оси координат являются касательными к петле 
нашей кривой в точке )0,0(O . С учетом симметрии достаточно дока-
зать это утверждение для оси x0 . 

Напомним, что уравнение касательной к графику функции 

)(xfy =  в точке ),( 000 yxM  имеет вид: 
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 ))(( 000 xxxfyy −′=− .  (1.83) 

Поскольку в нашем случае 000 == yx , то уравнение (1.83) уп-

рощается до такого 

 xfy )0(′=   (1.84) 

и нам остается показать, что 0)0( =′f . 

Продифференцируем уравнение (1.82) по x , считая y  функцией 

от x . Имеем 

 )()1()(3 2 yxyayyx ′+=′++ . 

Полагая в этом равенстве 0== yx , получаем  

 000))0(1(0 ≡⇒⋅=′+ ay .  

И никакой полезной информации нам «выудить» пока не уда-
лось. Значит, надо искать другой подход к этой проблеме. Придется 

копнуть глубже. 
Определение 1.7. Точка ),( 000 yxM  кривой 0),( =yxF  называет-

ся особой, если ее координаты одновременно удовлетворяют трем 

уравнениям: 

 0),( 00 =yxF ,  0),( 00 =′ yxFx ,  0),( 00 =′ yxFy .  (1.85) 

(Угловой коэффициент касательной к кривой в особой точке: 

y

x

F

F
k

′
′

−=  представляет собой неопределенность вида 
0

0
). 

Правило нахождения касательных в особой точке О(0,0) 

Уравнения касательных к кривым в особой точке )0,0(O  можно 

получить, если приравнять нулю группу членов наиболее низкой сте-
пени. 

Вооружившись приведенной информацией, легко решаем воз-
никшую проблему. Прежде всего проверим в нашем случае выполни-

мость для точки )0,0(O  условий (1.85). Для этого перепишем (1.82) так: 

 0)(),( 3 =−+= axyyxyxF . 

Имеем:  

 ,)(3 2 ayyxFx −+=′  
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 .)(3 axyxFy −+=′  

Следовательно, 0)0,0()0,0()0,0( =′=′= yx FFF  и )0,0(O  – особая 

точка. 
Уравнение (1.82) содержит члены только третьего и второго изме-

рений. Поэтому придется приравнивать к нулю член axy . Из условий 

 ⎢
⎣

⎡
=
=

⇒=⇒
⎩
⎨
⎧

>
=

,0

,0
0

0

,0

y

x
xy

a

axy
 

и все доказано. 
6. Если бы мы пожелали уточнить форму петли, то потребовались 

бы дополнительные точки. Их целесообразно искать как точки пересече-
ния кривой с прямыми kxy =  при различных значениях k . В нашем 

случае (опять учитывая симметрию) достаточно, скажем, рассмотреть 

случаи 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∈

3

1
,

2

1
,1k . Непосредственным подсчетом (рекомендуем за-

няться этим самостоятельно) устанавливаем, что наиболее удаленная от 
начала координат точка петли («вершина петли») лежит на прямой xy =  

и имеет координаты ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

8
;

8

aa
. Для нее 

8

2a
d = . 

7. Обсудим, наконец, случай, когда 0<xy , т. е. x  и y  – разных 

знаков. В этом предположении несоответствия в порядке роста между 
левой и правой частями уравнения (1.82) уже не будет, ибо в левой 
части уравнения под знаком третьей степени производится вычитание 
(а не сложение). 

Вывод: во второй и четвертой четвертях могут быть (и они дей-
ствительно имеются) две ветви кривой, уходящие в бесконечность от 
начала координат. 

Чтобы в этом убедиться, достаточно, скажем, записать уравне-
ние кривой в параметрическом виде. Пусть txy = . Тогда =+ 3)( txx  

233 )1( xattxaxtx ⋅=+⇒=  ⇒  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

⇒
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
+

=

3

2

3

3

)1(

)1(
)1(

t

at
y

t

at
x

txy

t

at
x

. 

Так как при 1−→t  величины  стремятся к бесконечности, то 

кривая имеет бесконечные ветви. Это значит, что она может иметь и 
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асимптоту, которую можно найти, в принципе, тем же способом, что 

и для кривых, заданных явным уравнением: )(xyy = . Попытаемся 

продвинуться в указанном направлении 

 1lim
)(

)(
lim

)(
lim

11
−====

−→−→∞→
t

tx

ty

x

xy
k

ttx
, 

 [ ] =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
+

+
=−=

−→−→∞→ 0

0

)1(
lim

)1()1(
lim)(lim

3

2

133

2

1 t

atat

t

at

t

at
kxxyb

ttx
 

∞=
−

=
+
+

=
−→ 0)1(3

2
lim

21

a

t

aat

t
 (применили правило Лопиталя). 

Итак, последний предел не существует. Поэтому наклонных  

(а, значит, и горизонтальных) асимптот у кривой нет. В силу симмет-
рии кривой относительно прямой xy =  заключаем, что и вертикаль-

ных асимптот тоже нет. 
Таким образом, можно надеяться, что картина предельно ясна и 

остается выполнить соответствующий эскиз (рис. 1.37). 

 

Рис. 1.37 

Понятно, что проводить вычисление площади петли в прямо-
угольных координатах в данном случае не представляется возмож-

ным, ибо уравнение (1.82) нельзя разрешить относительно x  или y . 

Не помогут и обычные полярные координаты, ибо переход к ним не 
дает упрощения уравнения кривой. Попробуем воспользоваться  
(с целью упрощения суммы yx + ) обобщенными полярными коорди-

натами:  

х 

y 

0 
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 ϕρ= 2cosx , ϕρ= 2siny .  (1.86) 

Имеем: ⇒ϕϕρ=ϕρ+ϕρ⇒=+ 2223223 sincos)sincos()( aaxyyx   

 
⎢
⎢

⎣

⎡

ϕ=ϕϕ=ρ

=ρ
⇒ϕϕρ=ρ⇒

.2sin
4

sincos

,0

sincos
222

2223
a

a
a  

Итак, в новых координатах уравнение кривой имеет следующий 

компактный вид: 

 ϕ=ρ 2sin
4

2a
.  (1.87) 

Теперь необходимо найти якобиан преобразования (1.86). Срав-

нивая (1.79) и (1.86) устанавливаем: 000 == yx , 1== ba , 1=β , 

2=α . Следовательно, из (1.80) вытекает: 
 ϕρ=ϕϕρ⋅⋅⋅⋅= 2sinsincos1211J .  (1.88) 

(Конечно, этот  же результат нетрудно получить непосредствен-

ным вычислением якобиана). 
Значит, 

 ∫∫∫∫
Δ

ϕρϕρ=⋅= dddsDS
D

2sin1)( .  (1.89) 

Остается установить границы изменения переменных ρ , ϕ . Для 

ρ  все просто: поскольку полюс полярной системы координат лежит 

на границе области интегрирования, то ϕ≤ρ≤ 2sin
4

0 2a
 (стандартная 

ситуация 1.5). 

Из п. 5 примера 1.19 вытекает, что 
2

0
π

≤ϕ≤  (ведь оси коорди-

нат являются касательными к петле (см. рис. 1.37)). 

К этому же результату можно прийти, опираясь на рис. 1.37  

и полярное уравнение кривой (1.87). В самом деле, из рис. 1.37 видно, 

что когда точка ),( yxM , выходя из начала координат, пробегает пет-
лю, скажем, против часовой стрелки и опять возвращается в началь-

ное положение, полярный радиус ρ  точки M  в это время начинает 
свое изменение от 0 и снова возвращается в ноль. Но из уравнения 
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(1.87) видно, что 0=ρ  при 0=ϕ  и 
2

π
=ϕ . Следовательно, это и есть 

пределы внешнего интегрирования по ϕ . 

Более того, учитывая симметрию петли относительно прямой 

xy = , разумно подсчитать площадь ее половинки и результат удво-

ить. Теперь по формуле (1.89) окончательно получаем: 

=
ρ

ϕϕ=ρρϕϕ=ϕρϕρ=
ϕϕ=ρ

=ρΔ
∫∫∫∫∫
ππ 2sin

0

2

0

2sin

00

2

44
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2
2sin22sin22sin)(
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dddddDS  

 =ϕϕ−−=ϕϕ⋅ϕ=ϕϕ= ∫∫∫
πππ
444
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22
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32
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16

2sin
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d
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d
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d
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 =ϕϕ+ϕ−−= ∫
π
4

0

42
2

)2(cos)2cos2cos21(
32

d
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6015

8

325

1

3

2
1

32
2cos

5

1
2cos

3

2
2cos

32

222
4

0

53
2 aaaa

=⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ϕ+ϕ−ϕ−=

π

. 

Примечание 1.11. Возможно, проведенный детальный анализ формы кри-

вой кому-то покажется излишним, ибо, по-видимому, для решения поставленной 

задачи о вычислении площади можно было бы ограничиться частью «добытой» 

информации, но: 

1. Предусмотрительность лучше, чем раскаяние (английская пословица). 
2. Как видно, хотя бы из рассмотренного примера, построение графиков 

функций, заданных неявно, – задача, как правило, достаточно сложная. Поэтому 

опыт, приобретенный при внимательном изучении решения примера 1.19, может 
оказаться полезным в аналогичных ситуациях. 

Замечание 1.15 

В математической литературе хорошо известен «персонаж», весь-
ма схожий с нашей кривой (рис. 1.37) – это «лист Декарта∗». Его урав-

нение: axyyx 333 =+  ( 0>a ). Правда, у декартова листа (в отличие от 
нашей кривой) имеется наклонная асимптота: axy −−=  (рис. 1.38). 

                                        
∗Первое упоминание Декарта  об этой кривой относится к 1638 г. Но ни он, ни его преемники не пред-

полагали существование у кривой бесконечных ветвей и рассматривали только овал, названный Декартом лис-
том. Лишь в 1725 г. были окончательно установлены очертания этой кривой и наличие асимптот. 
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Рис. 1.38 

ВНИМАНИЕ – ЗАДАНИЕ 

Найти площадь фигуры, ограниченной петлей декартова листа. 
Пример 1.20. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой 

 xy
b

y

a

x
4

4

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  ( 0 ,0 >> ba ).  (1.90) 

Решение 
Исследуем уравнение (1.90). 

1. Кривая проходит через начало координат: 004
00

4

⋅⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ba
. 

2. Из 0

4

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

b

y

a

x
 следует, что и 04 ≥xy  ⇒  0≥xy  и, значит, 

наша фигура расположена в I и III четвертях. 

3. Кривая симметрична относительно начала координат. В са-
мом деле, пусть точка ),( 000 yxM  лежит на рассматриваемой кривой. 

Тогда имеет место тождество: 00

4

00 4 yx
b

y

a

x
≡⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + . Переписывая его в 

виде ))((4 00

4

00 yx
b

y

a

x
−−≡⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−

, заключаем, что и точка 

),( 000 yxM −−′  лежит на нашей кривой. А эти точки центрально сим-

метричны относительно точки )0,0(O . 

y = x – a

0 –а 

–а 

y 

x 
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Вывод: вся фигура D  состоит из двух частей, симметричных 

друг другу относительно начала координат. 
Остается найти площадь части фигуры, лежащей в первой чет-

верти, и результат удвоить. 

Вычисления удобно производить в обобщенных полярных коор-

динатах  

 ϕρ= 2cosax , ϕρ= 2sinby ,  (1.91) 

которые отличаются от их предшественников из предыдущего приме-
ра лишь коэффициентами искажения по осям (формулы (1.86)). 

Имеем: 

 ⇒ϕϕρ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϕρ
+

ϕρ
⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 222

4
224

cossin4
sincos

4 ab
b

b

a

a
xy

b

y

a

x
 

 ⇒⎢
⎣

⎡

ϕ=ρ

=ρ
⇒ϕρ=ρ⇒

,2sin

,0
2sin

22

224

ab
ab  

 
⎢
⎢

⎣

⎡
π

≤ϕ≤ϕ=ρ

=ρ
⇒

).
2

0(  2sin

,0

ab
  (1.92) 

Комментарий. Из равенства ϕ=ρ 2sin22 ab  следует, что 

|2sin| ϕ=ρ ab  ( 0  ,  , >ρ ba  по условию). Но из ⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈ϕ
2

;0  

[ ]π∈ϕ⇒ ;02 , т. е. ϕ2  находится либо в I, либо во II четверти, значит, 
ϕ=ϕ⇒>ϕ 2sin |2sin|02sin . 

Якобиан преобразования, очевидно, отличается от своего «со-

брата» (1.88) лишь на ab : ϕρ= 2sinabJ . 

Кривые (1.92) ограничивают на плоскости ),( ϕρ  некоторую об-

ласть Δ  – прообраз части фигуры D , лежащий в I четверти (рис. 1.39). 

Имеем теперь:  
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Рис. 1.39 

Примечание 1.12. При решении этого примера мы даже обошлись без по-

строения области D, зато построили ее прообраз в I четверти – область Δ . При 

решении же примера 1.19 мы, наоборот, построили D, но не построили Δ . Ино-

гда удается расстановку пределов интегрирования в повторном интеграле произ-
вести, не выполняя никаких рисунков, а довольствуясь лишь аналитическими 

соотношениями для границ изменения переменных. 

 

ВНИМАНИЕ – ЗАДАНИЕ 

Построить кривую (1.90). 

Подведем итог всему сказанному в разделе 1.9 в виде следую-

щего утверждения: 

Теорема 1.5. Пусть D  и Δ  – замкнутые квадрируемые области, 

функция ),( yxf  ограничена в области D  и непрерывна всюду, кроме 
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быть может, некоторого множества точек площади нуль, а отображе-
ние (1.50) 

 ),( vux ϕ= , ),( vuy ψ=   ( 05.1 ′ ) 

области Δ  на область D  удовлетворяет условиям:  

1
°
. Оно взаимно однозначно, т. е. различным точкам ),( vu  об-

ласти Δ  соответствуют различные точки ),( yx  области D . 

2
°
. Функции ),( vuϕ  и ),( vuψ  имеют в области Δ  непрерывные 

частные производные первого порядка. 

3
°
. Якобиан отображения 

vu

vu

vuD

yxD
J

ψ′ψ′
ϕ′ϕ′

==
),(

),(
 отличен от нуля 

во всех точках области Δ .  

Тогда справедливо равенство (1.67) 

 dudvJvuvufdxdyyxf
D

 ||)),(),,((),( ∫∫∫∫
Δ

ψϕ= .  ( 76.1 ′ ) 

(Это равенство называется формулой замены переменных в двойном 

интеграле). 
Замечание 1.16 

Если условие 1
°
 (взаимная однозначность отображения ( 05.1 ′)) 

или условие 3°
 (отличие от нуля якобиана отображения) нарушаются 

на множестве точек площади нуль (в частности, в отдельных точках), 

то формула ( 76.1 ′ ) сохраняет силу. Мы уже нелегально опирались на 
этот факт в решении примера 1.18 из рассматриваемого раздела, ибо 

якобиан использованного там преобразования (1.53) ρ−=J  обраща-
ется в ноль на границе 0=ρ  области Δ . 
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ГЛАВА 2. ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ: ОПРЕДЕЛЕНИЕ, 
СВОЙСТВА И ВЫЧИСЛЕНИЕ 

Тройной интеграл, будучи полным аналогом двойного интегра-
ла, сохраняет, практически, все его свойства. И где сможем – мы на 
этом сэкономим. Однако цепь задач – об определении площади и объ-
ема – естественно приведших нас к обычному определенному и двой-
ному интегралам, как к пределам особого типа сумм, на этот раз пре-
рывается, и нам придется исходить из задачи совсем другого рода 
(впрочем, в случае двойного интеграла мы с этой задачей уже встре-
чались). 

2.1. Задача о массе пространственного тела 

Найти массу пространственного тела T , в каждой точке которо-
го известна плотность ).(Pf=ρ  

Решение  
Решение осуществляем по той же схеме, что и задачи 1.2 из раз-

дела 1.1. Разобьем тело T  на части nVVV ΔΔΔ ,...,, 21  ( iVΔ  одновремен-

но и сама часть, и ее объем) так, чтобы любые две части не имели об-
щих внутренних точек. Выбрав в каждой части iVΔ  произвольную 

точку iP , получим  

 ∑
=

Δ≈
n

i
ii VPfTM

1

)()( , (2.1) 

 ∑
=→λ

Δ=
n

i
ii VPfTM

1
0

)(lim)( , (2.2) 

где λ  – наибольший из диаметров частей iVΔ . 

2.2. Интегральная сумма. Тройной интеграл 

Пусть в некоторой ограниченной трехмерной области T  задана 
функция ),,()( zyxfPf = . Разобьем область T  сетью поверхностей на 
n  произвольных частей: nVVV ΔΔΔ ,...,, 21 , объемы которых мы обозна-
чим теми же символами. В каждой части iVΔ  ( ni ,1= ) возьмем произ-
вольно точку ),,( iiiiP ζηξ  и вычислим значение функции в ней, а за-
тем составим сумму 

 ∑
=

Δ=σ
n

i
iin VPf

1

)( , (2.3) 
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которая называется n -й интегральной суммой для функции )(Pf  по 

области T . 

Определение 2.1. Если существует конечный предел I  инте-
гральной суммы (2.3) при стремлении к нулю наибольшего из диа-
метров элементарных частей деления  iVΔ  ( ni ,1= ), не зависящий ни 

от способа дробления области T  на части, ни от выбора точки iP , то 

этот предел и называется тройным интегралом от функции )(Pf  по 

телу T  и обозначается символом: 

 ∑∫∫∫
=→λ

Δ=
n

i
ii

T

VPfdVPf
1

0
)(lim)( ,  (2.4) 

а функция ),,( zyxf  в этом случае называется интегрируемой в об-

ласти T . 

Так же, как и для двойного интеграла (см. Теоремы 1.1, 1.2 из 
раздела 1.3) справедливы следующие достаточные условия интегри-

руемости функций по пространственной области: 

Теорема 2.1. Функция, непрерывная в замкнутой кубируемой  

(т. е. имеющей объем) области, интегрируема в этой области. 

Теорема 2.2. Функция, ограниченная в кубируемой области  

и непрерывная всюду, кроме некоторого множества точек объема 
нуль, интегрируема в этой области. 

2.3. Вычисление тройного интеграла 

Найдем, прежде всего, выражение для бесконечно малого эле-
мента объема dV  (равенство (2.4)). Для этого тело T  разобьем на 
части тремя семействами плоскостей: const=x , const=y , const=z . 

Возьмем две бесконечно близкие плоскости, параллельные плоскости 

yx0  и проходящие соответственно через точки ),0,0( z  и ),0,0( dzz + . 

Аналогично проводим бесконечно близкие плоскости, параллельные 
zx0  соответственно через точки )0,,0( y  и )0,,0( dyy +  и две плоско-

сти, параллельные zy0 , через точки )0,0,(x  и )0,0,( dxx + . 

В результате мы получили бесконечно малый элемент объема 
dV  – параллелепипед со сторонами dx , dy , dz , параллельными соот-
ветствующим осям координат. Понятно, что  

 dxdydzdV =   (2.5) 

 



 76

и тройной интеграл (2.4) теперь можно записать в виде  

 ∫∫∫=
T

dxdydzzyxfI ),,( .  (2.6) 

 

0

z

x y

dy

dz dx

dV

 

Рис. 2.1 

Чтобы установить правило вычисления тройного интеграла, 
предположим, что функция ),,( zyxf  является плотность распределе-
ния массы. Тогда масса M  тела есть: 

 ∫∫∫=
T

dxdydzzyxfTM ),,()( .  (2.7) 

Подсчитаем теперь массу по-другому, в предположении, что тело 

имеет следующее специальное устройство (Стандартная ситуация 2.1): 

оно ограничено поверхностями ),(1 yxzz =  – снизу, ),(2 yxzz =  – 

сверху и цилиндрической поверхностью с боков (эта поверхность мо-

жет вырождаться в линию). 

Функции ),(1 yxzz =  и ),(2 yxzz =  заданы  в области D  – про-

екции T  на yx0 . Каждая прямая, параллельная оси z0  и проходящая 

через внутреннюю точку проекции D , пересекает границу T  в двух 

точках – точке входа на поверхности ),(1 yxzz =  и точке выхода на 
поверхности ),(2 yxzz =  (рис. 2.2). Очевидно, тело T  можно рассмат-
ривать как «разность» двух цилиндроидов. 

Далее возьмем бесконечно малый элемент площади dS  на про-

екции D  и подсчитаем массу узкого вертикального стержня, выре-
занного в теле T  цилиндрической поверхностью, у которой направ-

ляющей линией служит граница элемента dS , а образующие 
параллельны оси z0 . Считаем координаты x , y  точек площади dS , а 
значит, и у точек нашего узкого столбика, постоянными (в силу мало-

сти размеров dS ). Выделим на высоте z  из нашего столбика элемент 
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длиной dz . Объем этого элемента есть dzdS ⋅ , а масса есть 

dSdzzyxf ),,( . 

 

0 

z 

z+d

z 
),(2 yxzz =

y

D
x 

dz

dS

),(1 yxzz =

 

Рис. 2.2 

Чтобы найти массу всего выделенного узкого столбика, надо 

«просуммировать» все такие элементы: 

 ∫∫
=

=

=

=

=
),(

),(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(

yxzz

yxzz

yxzz

yxzz

dzzyxfdSdSdzzyxf . 

Здесь интегрирование ведется по z  от точки входа на поверхно-

сти ),(1 yxzz =  до точки выхода на поверхности ),(2 yxzz = . При вы-

полнении этого интегрирования координаты x  и y  и элемент dS  – 

постоянны. 

Для того, чтобы определить массу всего тела T , нужно «про-

суммировать» массы всех узких столбиков, подобных, только что рас-
смотренному, и опирающихся на всевозможные элементы dS . Значит, 

 ∫∫∫
=

=

=
),(

),(

2

1

),,()(

yxzz

yxzzD

dzzyxfdSTM .  (2.8) 

Сравнивая (2.7) и (2.8), получаем: 

 ∫∫∫∫∫∫
=

=

=
),(

),(

2

1

),,(),,(

yxzz

yxzzDT

dzzyxfdSdxdydzzyxf .  (2.9) 

D

z + dz
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Сформулируем (2.9) в виде правила: чтобы вычислить тройной 

интеграл, интегрируем ),,( zyxf  по z  от точки входа до точки выхо-

да, считая x  и y  постоянными. Затем от полученного результата бе-
рем двойной интеграл  по проекции тела T  на плоскость yx0 . 

Итог сказанному подводит 
Теорема 2.3. Пусть функция ),,( zyxf  определена в области 

)},(),( ,),(:),,{( 21 yxzzyxzDyxzyxT ≤≤∈= , где ),(1 yxz  и ),(2 yxz  – 

непрерывные функции в квадрируемой области D  (рис. 2.2) и пусть 

1º. Существует тройной интеграл 

 ∫∫∫
T

dxdydzzyxf ),,( . 

2º. Dyx ∈∀ ),(  существует определенный интеграл 

 ∫
=

=

=
),(

),(

2

1

),,(),(

yxzz

yxzz

dzzyxfyxI . 

Тогда существует двойной интеграл  

 ∫∫∫∫∫
=

=

=
),(

),(

2

1

),,(),(

yxzz

yxzzDD

dzzyxfdxdydxdyyxI  

(он называется повторным) и справедливо равенство (2.9): 

 ∫∫∫∫∫∫
=

=

=
),(

),(

2

1

),,(),,(

yxzz

yxzzDT

dzzyxfdSdxdydzzyxf , 

т. е. тройной интеграл равен повторному. 

Замечание 2.1 

Если область D  является y -трапециевидной, т. е. 

 )}()(  ,:),{( 21 xyyxybxayxD ≤≤≤≤= , 

то двойной интеграл ∫∫
D

dxdyyxI ),( , в свою очередь, можно свести  

к повторному: 

 ∫∫∫∫∫∫∫ ==
=

=

),(

),(

)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

2

1

),,(),(),(

yxz

yxz

xy

xy

b

a

xyy

xyy

b

aD

dzzyxfdydxdyyxIdxdxdyyxI .  (2.10) 
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Значит, вычисление тройного интеграла сводится в этом случае 
к последовательному вычислению трех определенных (однократных) 
интегралов. 

Замечание 2.2 
Если тело T  ограничено поверхностями ),(1 zyxx =  и ),(2 zyxx =  

и цилиндрической поверхностью с образующими параллельными оси x0  
(Стандартная ситуация 2.2), то в формуле (2.9) внутреннее интегриро-
вание ведется по x , а двойной интеграл берется по проекции тела на 
плоскость zy0 . Аналогично следует поступать, если тело ограничено 

поверхностями ),(1 zxyy =  и ),(2 zxyy =  и цилиндрической поверх-

ностью с образующими, параллельными оси y0  (Стандартная  

ситуация 2.3). 

Пример 2.1. Вычислить интеграл ∫∫∫ ++=
T

dxdydzzyxI )(1 , где 

T  – область, ограниченная поверхностями: 1=++ zyx , 0=x , 0=y , 

0=z . 

 

x 

z

y0

1

1

1 
D

 

Рис. 2.3 

Решение 
Прежде всего необходимо распознать поверхности, являющиеся 

границами области интегрирования. Сразу понятно, что это плоско-
сти, ибо все переменные в них присутствуют в первой степени. Оче-
видно, 0=x , 0=y , 0=z  – координатные плоскости. А если мы при-

помним, что 1=++
c

z

b

y

a

x
 есть уравнение плоскости в отрезках по 

осям (см. курс аналитической геометрии), то ясно, что 1=++ zyx  есть 
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плоскость, отсекающая на осях координат отрезки длиной 1 (рис. 2.3). 
Остается применить формулу (2.9) (а можно даже сразу (2.10)): 
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Post Scriptum. Как заметил А. А. Бабич (доцент кафедры «Высшая матема-
тика» ГГТУ им. П. О. Сухого), вычисления можно несколько упростить: 
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+
++−+ . 
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Далее  

 =⎥
⎦

⎤
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+−−=⎥
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Примечание 2.1. На первых порах можно порекомендовать при двойном 

интегрировании на отдельном рисунке изображать область D (рис. 2.4). Но при 

наличии определенного опыта все это можно проделывать умозрительно как мы 

и поступили в примере 2.1. 

 

1

1

0
вход

выход 

x

y

1=+ yx

 

Рис. 2.4 

Пример 2.2. Вычислить интеграл ∫∫∫ +++
=

T zyx

dxdydz
I

32
)1(

, где T  – 

область, ограниченная поверхностями: 3=+ zx , 2=y , 0=x , 0=y , 

0=z . 

Решение 
Как и в предыдущем примере все поверхности, ограничивающие 

тело T , – плоскости, а именно: 

а) 3=+ zx  есть плоскость, параллельная оси y0 , ибо данное 
уравнение не содержит (явно) переменную y ; 

б) 2=y  есть плоскость, параллельная плоскости zx0 ; 

в) 0=x , 0=y , 0=z  – координатные плоскости. 

Теперь уже область T  представить достаточно легко – это пря-

мая треугольная призма, основаниями которой служат прямоугольные 
треугольники AOB  и BOA ′′′  (рис. 2.5). 
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Рис. 2.5 
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Примечание 2.2. Поскольку тело Т можно рассматривать как цилиндр, 
образующие которого параллельны оси 0y (стандартная ситуация 2.3), то воз-
можно и такое сведение тройного интеграла к повторному: 

 ∫∫∫∫∫∫
=

=

−=

=

=

=

==
2

0

3

0

3

0

2

0

2

y

y

xz

z

y

yD

dydzdxdydSI

xz

. 

А дальше – самостоятельно! 
Пример 2.3 

Вычислить интеграл: ∫∫∫=
T

xydxdydzI3 , где T  – область, ограни-

ченная поверхностями: xyz = , 1=+ yx , 0=z  ( 0≥z ). 

Решение 
То, что 1=+ yx  есть плоскость, параллельная оси z0  и что 0=z  – 

координатная плоскость yx0 , по-видимому, очевидно. А вот что 

«скрывается» за уравнением xyz = ? Конечно, это поверхность второго 

порядка, но в перечне поверхностей второго порядка (например, Выгот-
ский, М. Я. Справочник по высшей математике / М. Я. Выготский. – 
Москва : Наука физ.-мат., 1966. – С. 217–218) ее нет. Как быть? 

В полном объеме ответ на этот вопрос дается в курсе аналитиче-
ской геометрии в теме «Общая теория поверхностей второго поряд-
ка». А здесь мы ограничимся малым: введем новые переменные u , v  

по формулам: 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

vuy

vux
. Тогда будем иметь: 

 2222))(( vuzvuvuvuzxyz −=⇒−=+−=⇒= . 

 

0 

1

1

z 

y

x

D

xyz =

1=+ yx

 

Рис. 2.6 
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А эта поверхность уже есть в перечне, а именно – это гипербо-

лический параболоид, называемый также «седлом». Итак, мы свое 
любопытство (точнее, любознательность) удовлетворили и можно, не 
опасаясь, делать рисунок. А далее без особых проблем сводим наш ин-

теграл к повторному:  
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Пример 2.4 

Вычислить интеграл ∫∫∫=
T

dxdxydzzxyI4 , где T  – область, ог-

раниченная поверхностями: 0=z , yz = , 2xy = , 1=y . 

Решение 
Прежде всего необходимо определиться с поверхностями: 

а) 0=z  – плоскость yx0 ; 

б) yz =  – плоскость, проходящая через ось x0  и делящая дву-

гранный угол между плоскостями zx0  и zy0  пополам (такую плос-
кость называют биссектральной); 

в) 2xy =  – параболический цилиндр, образующие которого па-
раллельны оси z0 ; 

г) 1=y  – плоскость, параллельная координатной плоскости zx0  

и отстоящая от нее на расстоянии 1. 

Для улучшения видимости систему координат удобно располо-

жить так же как на рис. 2.6 (рис. 2.7).  
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Рис. 2.7 

Теперь имеем: 
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Комментарий 

1. В этом примере мы столкнулись с необходимостью приме-
нить формулу, которая является проклятием абитуриентов: ||2 xx = . 

Действительно, ( ) 7
7

2722 ||)()( 2
7

xxxx === . 



 86

Затем наличие модуля принудило нас разбить отрезок интегри-

рования [ ]1,1−  на две части: [ ] [ ] [ ]1;00;11;1 ∪−=− , что позволило на ка-
ждой из частей расписать 7|| x , а именно: 

 [ ] xxxx −=⇒≤⇒−∈  ||00;1 ; 

 [ ] xxxx =⇒≥⇒∈  ||01;0 . 

Остальное, по-видимому, понятно.  

Кстати, вычисления можно существенно упростить, если заме-
тить, что функция )||1( || 77 xxxxx −=−  нечетная (как произведение 
нечетной и четной функций). И, следовательно, интеграл от нее по 

симметричному промежутку равен нулю. 

2. Отдадим дань некоторому формализму. Область T  аналити-

чески можно записать так: }0  ,),(:),,{( yzDyxzyxT ≤≤∈= , где 
}1  ,11:),{( 2 ≤≤≤≤−= yxxyxD . 

А сейчас немного «лирики». 

Область D  есть, очевидно, параболический сегмент AOB  (рис. 2.8). 

А вся область T  – цилиндрическое «копыто». 

 

0

1

1-1 x

y

B A

 

Рис. 2.8 

Пример 2.5. Вычислить интеграл ∫∫∫=
T

zdxdydzI5 , где T  – об-

ласть, ограниченная поверхностями: )( 22

2

2
2 yx

R

h
z += , )0( ≥z  и 

222 Ryx =+  ( 0 , >Rh ). 

Решение 
Заглянем опять в справочник М. Я. Выготского. Поверхность 

под номером 4 из перечня поверхностей 2-го порядка очень напоми-
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нает нашу: 0
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x
 – это конус второго порядка. Значит,  

и наша поверхность есть конус второго порядка 
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. 

Вторая же поверхность 222 Ryx =+  есть цилиндрическая по-

верхность, образующие которой параллельны оси 0z. 
Изобразить теперь тело T  не составляет никакого труда (рис. 2.9). 

Далее имеем: 
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Рис. 2.9 

Найдем теперь линию пересечения наших поверхностей. Для 

этого нам придется решить систему 

 22222
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А это – окружность с центром в точке )0,0(O  и радиуса R . Следо-

вательно, проекцией тела T  на плоскость yx0  служит круг радиуса R   
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с центром в начале координат. К тому же подынтегральная функция 
есть сумма квадратов переменных: 22 yx + . Как мы уже подчеркивали в 

разделе 1.7, именно в такой ситуации очень удобно применять поляр-

ные координаты.  

Действительно,  ϕρ= cosx , ϕρ= siny  ⇒   

1) 222 ρ=+ yx ; 

2) RRRyx =ρ⇒=ρ⇒=+ 22222 ; 

3) якобиан преобразования ρ=|| J . 

Значит, 
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h π
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π
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π
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Замечание 2.3 

Практически, при вычислении этого интеграла мы в неявном 

виде столкнулись с цилиндрическими координатами. (Более подробно 

о них поговорим попозже). 

2.4. Второе правило вычисления  

тройного интеграла 

В некоторых ситуациях удобнее вместо формулы (2.9) применять 

другое сведение тройного интеграла к двойному и однократному. 

Пусть функция ),,( zyxf  определена и ограничена в области T , 

которая заключена между плоскостями az =  и bz = , причем каждое 
сечение области T  const=z  ( bza ≤≤ ) представляет собой квадри-

руемую фигуру (Стандартная ситуация 2.4). Проведем сечение zD  те-
ла T  плоскостью, параллельной координатной плоскости yx0  на вы-

соте z  и рассмотрим бесконечно узкий слой между этим сечением и 

сечением, ему параллельным и отстоящим  от него на расстоянии dz  

(рис. 2.10). Этот слой можно приближенно считать цилиндром с ос-
нованием zD . Выделим элемент dS  на zD  и подсчитаем массу верти-
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кального столбика, опирающегося на dS , имеющего высоту dz . Эта 
масса будет равна 

 dSdzzyxf ),,( . 

 

0

a 

z 

dzz +

b 

z 

x 
y

dz

zD

dS

 

Рис. 2.10 

Масса всего нашего слоя будет выражаться интегралом  

 dzdSzyxfdSdzzyxf

zz DD
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫∫∫∫ ),,(),,(  

(При этом интегрировании z  и dz  постоянны). Наконец, чтобы вы-

числить всю массу тела T , надо просуммировать массы всех беско-

нечно тонких слоев: 

 ∫∫∫∫ ∫∫ =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛
=

zz D

b

a

b

a D

dSzyxfdzdzdSzyxfTM ),,(),,()( .  (2.11) 

Сформулируем полученный результат в виде правила: 
Чтобы вычислить тройной интеграл надо при произвольном, но 

фиксированном z , взять двойной интеграл по сечению zD  на высоте 
z , а затем полученный результат проинтегрировать по z  в пределах 

его наибольшего изменения. 

А теперь приведем соответствующую теорему существования 

равенства (2.11). 
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Теорема 2.4. Пусть 

1
°
. Существует тройной интеграл 

 ∫∫∫
T

dxdydzzyxf ),,( . 

2
°
. ],[ baz∈∀  существует двойной интеграл 

 ∫∫=
zD

dxdyzyxfzI ),,()( . 

Тогда существует определенный интеграл 

 ∫∫∫∫ =
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b
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dxdyzyxfdzdzzI ),,()(  

(он называется повторным) и справедливо равенство (2.11), т. е.  
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Пример 2.6. Найти объем эллипсоида: 1
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Рис. 2.11 

Решение 
Имеем:  

∫∫∫∫∫∫ =⋅=
zD

c

T

dSdzdVV
0

21 , но ∫∫ ⋅
zD

dS1  есть не что иное, как пло-

щадь фигуры, ограниченной эллипсом, по которому плоскость 

const=z  пересекает эллипсоид. Ранее мы установили (см. раздел 1.9, 
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пример 1.17), что площадь фигуры, ограниченной эллипсом 
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x
, равна abπ . Поэтому zzz baDS π=)( , где za  и zb  находим 

из уравнения эллипсоида: 
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Следовательно, 
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Окончательно получаем 
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Примечание 2.3 

1. Для упрощения вычислений мы воспользовались симметрией эллип-

соида относительно плоскости 0=z . 

2. В частности, когда Rcba ===  и эллипсоид становится шаром, полу-

чаем известную формулу объема шара: 3

3

4
RV π= . 

Пример 2.7. Вычислить интеграл ∫∫∫ +=
T

dxdydzyxI )( 22
7 ,  

где T  – конус, размеры которого показаны на рис. 2.12. 

Решение 
В этом примере опять удобно применить второе правило: 
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Рис. 2.12 

Комментарий 

1. В двойном интеграле ∫∫ +
zD

dSyx )( 22  мы перешли к полярным 

координатам. 

2. Радиус окружности, по которой плоскость const=z  пересека-
ет поверхность конуса, находим из подобия треугольников: 
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KNMΔ ∼ KOAΔ  (они прямоугольные и имеют общий угол OKA ). От-

куда, 
H

zHR

KO

KNOA
NM

KO

OA

KN

NM )( −
=

⋅
=⇒= . 

3. Если считать, что конус T  – однородное тело с плотностью 

1=ρ , то мы, фактически, нашли момент инерции конуса относитель-

но оси z0 . 

2.5. Тройной интеграл в криволинейных  
координатах: общий случай замены  

переменных 

Если при изучении двойного интеграла мы шли от частного к 

общему (т. е. индуктивным путем), то здесь мы уже применим дедук-

тивный подход (т. е. пойдем от общего к частному). 

А. Замена переменных в тройном интеграле. 
Подобно случаю двойного интеграла идея замены переменных в 

тройном интеграле ∫∫∫
T

dxdydzzyxf ),,(  состоит в переходе от пере-

менных zyx ,,  к новым переменным wvu ,,  по формулам 

 ),,( wvux ϕ= , ),,( wvuy ψ= , ),,( wvuz χ= ,  (2.12) 

где τ∈wvu ,, . 

При этом каждая точка ( zyx ,, ) области T  соответствует по 

формулам (2.12) некоторой точке ( wvu ,, ) области τ , а каждая точка 
( wvu ,, ) области τ  переходит в некоторую точку ( zyx ,, ) области T . 

Иными словами, когда точка ( wvu ,, ) «пробегает» область τ , соответ-
ствующая ей точка )),,(),,,(),,,((),,( wvuwvuwvuzyx χψϕ=  «пробега-
ет» область T .  

Функции (2.12) называют также отображением области τ  про-

странства ( wvu ,, ) на область T  пространства ( zyx ,, ). Используется 

еще и следующая терминология: область T  называют образом облас-
ти τ , а область τ  – прообразом области T  при отображении (2.12). 

Теорема 2.5. Пусть T  и τ  – замкнутые кубируемые области, 

функция ),,( zyxf  ограничена в области T  и непрерывна всюду, кро-

ме, быть может, некоторого множества точек объема нуль. Допустим 

далее, что отображение (2.12) удовлетворяет следующим условиям: 
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1
°
. Оно взаимно однозначно. 

2
°
. Функции ),,( wvuϕ , ),,( wvuψ , ),,( wvuχ  имеют в области τ  

непрерывные частные производные первого порядка. 

3
°
. Якобиан отображения 

w

z

v

z

u

z
w

y

v

y

u

y
w

x

v

x

u

x

wvuD

zyxD

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
),,(

),,(
 отличен от 

нуля в области τ . 

Тогда справедливо равенство (формула замены переменных  

в тройном интеграле): 

 ⋅χψϕ= ∫∫∫∫∫∫
τ

),,(),,,(),,,((),,( wvuwvuwvufdxdydzzyxf
T

 

 .
),,(

),,(
dudzdw

wvuD

zyxD
 (2.13) 

Замечание 2.4 

Формула (2.13) остается справедливой, если условия 1
°
 или 3

°
 

нарушаются на множестве точек объема нуль. 

Б. Криволинейные координаты. 

Формулы (2.12) можно интерпретировать как формулы перехода 
к новым, криволинейным координатам ),,( wvu  в области T . Поверх-

ности const=u , const=v , const=w  представляют собой координат-
ные поверхности (вообще говоря, криволинейные) в пространстве 

),,( zyx . Кривые, на которых две криволинейные координаты имеют 
постоянные значения, и изменяется только одна из координат, пред-

ставляют собой координатные линии. 

Приведем два примера наиболее употребительных криволиней-

ных координат. 

I. Цилиндрические координаты 

Пусть ),,( zyxM  – произвольная точка в пространстве ),,( zyx ,  

а M ′  – ее проекция на плоскость ),( yx  (рис. 2.13). Положение точки 

M  однозначно задается тройкой чисел ),,( zϕρ , где ),( ϕρ  – полярные 
координаты точки M ′  на плоскости ),( yx , а z – аппликата точки М. 
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Тройка чисел ),,( zϕρ  носит название цилиндрических коорди-

нат точки М.  

Связь между прямоугольными и цилиндрическими координата-
ми точки M  вполне понятна: 
 ϕρ= cosx , ϕρ= siny , zz =   (2.14) 

 ( +∞<ρ≤0 , π<ϕ≤ 20 , +∞<<∞− z ). 

 

0 

z 

yϕ
zρ

)0,,( yxM ′

),,(),,( zMzyxM ϕρ=
zM

xM  

yM
z

 

Рис. 2.13 

Примечание 2.4. Иногда для ϕ  берется такой промежуток изменения: 

π≤ϕ<π− . 

Легко подсчитать, что якобиан отображения (2.14) равен ρ .  

(Рекомендуем сделать это самостоятельно). 

Координатная поверхность const=ρ  представляет собой ци-

линдрическую поверхность – отсюда, естественно, и название коор-

динат. 
Примечание 2.5. Мы пользуемся фактически цилиндрическими координа-

тами  при вычислении тройных интегралов, когда выполняя вычисление по пер-

вому из правил (см. формулу (2.9) из раздела 2.3), после интегрирования по z мы 

переходим в получившемся двойном интеграле к полярным координатам  

(см. пример 2.5 из раздела 2.3). Тем не менее, в некоторых ситуациях удобно сразу 

заменять тройной интеграл на три однократных (по аналогии с формулой (2.10)  

из раздела 2.3). 

 

ρ
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Пример 2.8. Найти массу тела, ограниченного поверхностями 

zyx 222 =+ , 3222 =++ zyx  ( 0>z ), если плотность в каждой точке 
равна сумме квадратов координат точки. 

Решение 
Прежде всего «разберемся» с поверхностями, а именно: 

22
2

22
22 yx

zzyx +=⇒=+  есть эллиптический параболоид (и даже – 

параболоид вращения). Очевидно, (см. любой учебник по аналитиче-
ской геометрии), что он проходит через начало координат и для него 

0
22

22

≥+=
yx

z . 

Далее 3222 =++ zyx  есть сфера с центром в начале координат 
и радиуса 3 . И поскольку по условию для нее 0>z , то это – верх-

няя ее половинка. Теперь уже, конечно, чертеж очевиден (рис. 2.14). 

 

y

x 

1A

z

0

1B

AB 

 

Рис. 2.14 

Найдем линию пересечения данных поверхностей. Для этого 

решим совместно систему 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

=+
032

,3

,2 2

222

22

zz
zyx

zyx
 

 ⇒
⎭
⎬
⎫
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Значит, линией пересечения служит окружность с центром на 
оси z0  и радиуса 2 , а проекцией нашего тела на плоскость yx0  бу-

дет круг с центром в начале координат и радиуса 2 . 

Теперь уже можно приступать непосредственно к ответу на во-

прос задачи: 

 ∫∫∫∫∫∫ ++=ρ=
TT

dxdydzzyxdVzyxTM )(),,()( 222 . 

Переходя к цилиндрическим координатам, получаем 

 =+ρρρϕ=ϕρρ+ρ= ∫∫∫∫∫∫
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Дальнейшие вычисления удобно осуществлять поэтапно: 

1) прежде всего займемся «хвостиком»: 
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2) далее легко вычислим более простой из двух интегралов: 

 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

π
−=ρ−⋅

π
−=ρ−ρ−

⋅
π

− ∫ 2
5

2
3

2
5

2
3

3)23(
15

2
)3(

5

2

3
)3()3(

32

2
2

0

2

0

222 d  

 )139(
15

2
)13(

15

2
2
5

−
π

=−
π

= ; 

3) остается преодолеть последнее препятствие 

 Nd =ρρ−ρπ ∫
2

0

222 2
1

)3( . 

Очевидно, что вычисление этого интеграла легко осуществить, 
если воспользоваться следующим «шаблоном»: 

 Cxa
a

xadxxax +−−−=−∫ 2
3

2
5

)(
3

2
)(

5

2
. 

(Эту формулу легко вывести с помощью замены переменной 

txa =− ). 

Имеем теперь: 
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Складывая все полученное, находим: 

 +−+−
π

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+−π= 433645(

30
)233(

5

4
)139(

15

2

2

3
)(TM  

 )973108(
30

)483324 −
π

=−⋅+ . 

Замечание 2.5 
Прокомментируем расстановку пределов при сведении тройного 

интеграла к трем однократным: 

а) то, что π≤ϕ≤ 20 , вопросов не вызывает; 
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б) далее, уравнение окружности 222 =+ yx  в полярной системе 
координат суть: 2=ρ ; 

в) уравнение параболоида 
2

22 yx
z

+
=  в цилиндрических коор-

динатах перепишется так: 
2

2ρ
=z ; 

г) уравнение верхней части сферы ( 0>z ) в цилиндрических ко-

ординатах принимает вид: 222 33 ρ−=⇒=+ρ zz ; 

д) остается подчеркнуть, что «вход» в тело T  находится на по-

верхности параболоида, а «выход» – на поверхности сферы. 

II. Сферические координаты 

Пусть ),,( zyxM  – произвольная точка в пространстве ),,( zyx ,  

а M ′  – проекция точки M  на плоскость ),( yx  (рис. 2.15). Положение 
точки M  однозначно задается тройкой чисел ),,( ϕθr , где r  – расстоя-
ние точки M  от точки )0,0,0(O ; θ  – угол между лучами OM  и Oz ; ϕ  – 

полярный угол точки M ′  на плоскости ),( yx . Тройка чисел ),,( ϕθr  

называется сферическими координатами точки .M  

 z 

x

O 

y
zϕ

)0,,( yxM ′

),,(),,( ϕθ= rMzyxM
zM

xM  

yM

rθ θ

 

Рис. 2.15 

Установим связь между прямоугольными и сферическими коор-

динатами. 

Из прямоугольного треугольника MOM z  находим: 

 θ== cosrOMz z ; MOrMM z
′=θ= sin . 

ϕ

),,(),,( θϕ= rMzyxM
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Далее из прямоугольного треугольника MOM x
′получаем: 

 ϕθ=ϕ′== cossincos rMOOMx x , 

 ϕθ=ϕ′=′== sinsinsin rMOMMOMy xy . 

Итак,  

 ϕθ= cossinrx , ϕθ= sinsinry , θ= cosrz .  (2.15) 

Примечание 2.6. Иногда в качестве угла θ  берется угол между лучами OM  и 

MO ′  со знаком плюс, если 0>z , и со знаком минус, если 0<z . В этом случае 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−∈θ

2
;

2
, а в формулах (2.15) надо заменить θsin  на θcos , а θcos  на θsin . 

Подсчитаем якобиан преобразования 

 =
θ−θ

ϕθϕθϕθ
ϕθ−ϕθϕθ

=

ϕ∂
∂

θ∂
∂

∂
∂

ϕ∂
∂

θ∂
∂

∂
∂
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∂

θ∂
∂

∂
∂

=
0sincos

cossinsincossinsin

sinsincoscoscossin

r

rr

rr

zz

r

z

yy

r

y

xx

r

x

J  

 −
θ−θ
ϕθϕθ

ϕθ−=
sincos

sincossinsin
sinsin

r

r
r  

 =
θ−θ
ϕθϕθ

ϕθ−
sincos

coscoscossin
cossin

r

r
r  

 ( )[ +ϕθ−ϕθ−ϕθ−= sincossinsinsinsin 22 rrr  

 ( )] ( +ϕθθ=ϕθ−ϕθ−ϕ+ 2222 sinsinsincoscoscossincos rrrr  

 )=ϕθ+ϕθ+ϕθ+ 222222 coscoscossinsincos rrr  

 ( ) θ=ϕ+ϕθ= sincossinsin 222 rrrr . (2.16) 

(Мы разложили определитель третьего порядка по элементам послед-

него столбца). 



 101

Координатная поверхность 0const >=r  представляет собой 

сферу, отсюда – название «сферические координаты». 

Пример 2.9. Вычислить интеграл ∫∫∫ ++=
T

dxdydzzyxI 222
9 , 

где T  – область, ограниченная поверхностью xzyx =++ 222 . 

Решение 
Прежде всего преобразуем данное уравнение следующим обра-

зом:  

 
4

1

2

1

4

1

4

1 22
2

222222 =++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⇒=+++−⇒=++ zyxzyxxxzyx . 

Значит, тело T  – шар с центром в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0;0;
2

1
 и радиуса 

2

1
.  

А раз так, то удобно перейти к сферическим координатам (см. (2.15)  

и (2.16)), предварительно сделав чертеж. С целью наглядности оси 

системы координат расположены так, как показано на рис. 2.16. 

 

y 
0 z

T

x

2/1

2/1
 

Рис. 2.16 

А теперь нам придется подсчитать сумму квадратов перемен-

ных, ибо именно это выражение входит в состав подынтегральной 

функции. Имеем из (2.15): 

 =θ+ϕθ+ϕθ=++ 22222222222 cossinsincossin rrrzyx  

 =θ+θ=θ+ϕ+ϕθ= 2222222222 cossincos)sin(cossin rrrr  

 2222 )cos(sin rr =θ+θ= . 
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И это соотношение полезно запомнить, т. к. оно часто встреча-
ется. Итак, 

 ∫∫∫∫∫∫∫∫∫
ϕθπ

π

π
−ττ

θθϕ=ϕθθ=ϕθθ=
cossin

0

3

0

2

2

322
9 sinsinsin drrddddrdrddrdrrI . 

Комментарий. 1. Границы изменения для переменной r  уста-
навливаются с помощью следующих простейших манипуляций: за-
пишем уравнение сферы xzyx =++ 222  в сферических координатах: 

 ⎢
⎣

⎡
ϕθ=

=
⇒ϕθ=

.cossin

,0
cossin2

r

r
rr  

А то, что изменение r  начинается с нуля, по-видимому, очевидно. 

2. Чтобы понять, как изменяется угол ϕ , достаточно пересечь 

наш шар плоскостью 0=z  и оценить, что окружность 

4

1

2

1 2
2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − yx  в плоскости yx0 , проходя через начало координат, 

лежит справа от оси y0 , касаясь ее (рис. 2.17), а значит, 
22

π
≤ϕ≤

π
− . 

(Впрочем, с этой ситуацией мы не раз сталкивались при вычислении двой-

ных интегралов в полярных координатах (стандартная ситуация 1.5)). 

 

0 

-1 

1 
2

π

2

π
−

21 x

y 

 

Рис. 2.17 

3. Переменные y , z  входят в уравнение сферы симметрично, но 

границы для θ  не те, что для ϕ , а именно: π≤θ≤0 . 
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Теперь остается самая малость: 

 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θθϕ=θθϕ=

ϕθπ
π

π
−

ϕθπ
π

π
−

∫∫∫∫∫
cossin

0

4

0

2

2

cossin

0

3

0

2

2

9 4
sinsin

r
dddrrddI  

 ∫∫∫∫
π

π

π
−

π
π

π
−

θθϕϕ=θϕθϕ=
0

2

2

4

0

4
2

2

55

sincos
4

1
cossin

4

1
dddd . 

Далее воспользуемся двумя «шаблонами» (Воднев, В. Т. Основ-

ные математические формулы : справочник / В. Т. Воднев, Н. Ф. Нау-

мович. – Минск : Выш. шк., 1988. – С. 171): 

1) Cxxxxdx +−+−=∫ 535 cos
5

1
cos

3

2
cossin ; 

2) C
xxx

xdx +++=∫ 32

4sin

4

2sin

8

3
cos4 . 

Теперь имеем: 

 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ θ−θ+θ−⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ϕ

+
ϕ

+
ϕ

=
π

π

π
− 0

532

2

9 cos
5

1
cos

3

2
cos

32

4sin

4

2sin

8

3

4

1
I  

 =
⋅
π

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−−−−+−−−

π
⋅=

84

3

5

1

3

2
12)11(

5

1
)11(

3

2
)11(

8

3

4

1
 

 
1015

16

84

3 π
=⋅

⋅
π

= . 

Комментарий. Покажем, как можно получить использованные 
шаблоны. 

1. ∫ ∫∫ =−−== ...)(cos)cos1(sinsinsin 2245 xdxxdxxxdx  

2. =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

== ∫∫∫ dx
x

dxxxdx

2
224

2

2cos1
)(coscos  

...)2cos2cos21(
4

1 2 =++= ∫ dxxx  
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Замечание 2.6 (второй способ) 

Кроме наглядности рис. 2.16 заключает в себе (при вниматель-

ном рассмотрении) идею другого решения: поменяем оси координат 
x0  и z0  не только формально (в смысле визуально), но и функцио-

нально, т. е. введем сферические координаты следующим образом: 

 ϕθ= cossinrz , ϕθ= sinsinrz , θ= cosrx .  (2.17) 

Тогда переменная ϕ  изменяется от нуля до π2 , а при каждом 

значении ϕ  переменная θ  изменяется от нуля до 
2

π
. Подставляя вы-

ражения (2.17) в уравнение сферы, получим 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θ=

=
⇒θ=

,cos

,0
cos2

r

r
rr  

и можно приступать к вычислению нашего интеграла: 

 [ ] =θϕ=θθϕ=
θ

π
ππ θ

π

∫∫∫ ∫∫
cos

0

4
2

0

2

0

2

0

cos

0

3
2

0

9
4

1
sin rdddrrddI  

 =
θπ

−=θθ−⋅
π

=θθθϕ=

πππ
π

∫∫∫
2

0

52

0

4
2

0

4
2

0
5

cos

2
)(coscos)1(

4

2
sincos

4

1
ddd  

 
10

)10(
10

π
=−

π
−= . 

Безусловно, «овчинка стоит выделки», ведь при таком способе 
введения координат вычисления существенно проще! 

Замечание 2.7 

В пространстве ),,( ϕθr  прообраз τ  тела определяется соотно-

шениями: 

 [ ]π∈ϕ 2;0 , ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈θ
2

;0 , [ ]θ∈ cos;0r  
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и поэтому выглядит так: 

 

0

1

r

ϕ

τ

2

π
 

π2

θ  

θ= cosr

 

Рис. 2.18 

Очевидно, ⎢
⎣

⎡
π=ϕ

=ϕ
2

0
 – это две параллельные плоскости, причем 

0=ϕ  – это координатная плоскость ),( θr . 

Аналогично 
⎢
⎢

⎣

⎡
π

=θ

=θ

2

0

 – две параллельные плоскости, одна из ко-

торых координатная. 

И, наконец, θ= cosr  – цилиндрическая поверхность, направ-

ляющей которой служит косинусоида θ= cosr , лежащая в плоскости 

),( θr , а образующие параллельны оси ϕ0 . 

Пример 2.10. Вычислить интеграл ∫∫∫ +=
T

dxdydzyxI )( 22
10 , где 

область T  определяется неравенствами: 22222 bzyxa ≤++≤ . 

Решение 
Уравнения 2222 azyx =++  и 2222 bzyx =++  задают две (кон-

центрические) сферы с центрами в начале координат и радиусов a  и 

b  )( ba <  соответственно. Поэтому в рисунке необходимости никакой 

нет, и мы сразу перейдем к сферическим координатам по формулам 

(2.15). Предварительно подсчитаем сумму квадратов 

 θ=ϕθ+ϕθ=+ 2222222222 sinsinsincossin rrryx . 

 

τ
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Далее имеем 

 =θθϕ=ϕθθθ= ∫∫∫∫∫∫
ππ

τ

b

a

drrddddrdrrI 4

0

3
2

0

222
10 sinsinsin  

 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ θ
−θ−

π
−=θθ−−

π
−=

ππ

∫
0

3
55

0

255

3

cos
cos)(

5

2
)(cos)cos1()(

5

2
abdab  

 )(
15

8

3

4
)(

5

2

3

1
1

3

1
1)(

5

2 555555 ababab −
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−

π
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−⋅−

π
−= . 

III. Обобщенные сферические координаты 

Мы уже видели (раздел 1.9), насколько обобщенные полярные 
координаты бывают продуктивнее чем обычные. Аналогичную  цель 

преследует и введение обобщенных сферических координат. Они свя-

заны с прямоугольными координатами формулами: 

 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

π≤ϕ<π−π<ϕ≤π≤θ≤+∞<≤
θ=−

ϕθ=−

ϕθ=−

α

βα

βα

),  или  ,20  ,0  ,0(

,cos

,sinsin

,cossin

0

0

0

r

crzz

bryy

arxx

n

n

n

 (2.18) 

где 0x , 0y , 0z , a , b , c , n , α , β  – некоторые числа, выбираемые в ка-
ждом конкретном случае из соображений удобства. 

Якобиан перехода к обобщенным сферическим координатам ра-
вен  

 ϕϕθθαβ=
ϕθ

−β−β−α−α− 1111213 cossincossin
),,(

),,( nrabcn
rD

zyxD
.  (2.19) 

Пример 2.11. Найти объем эллипсоида: 1
2

2

2

2

2

2

≤++
c

z

b

y

a

x
. 

Решение. Во-первых, напомним, что  эту задачу мы уже решили 

(см. пример 2.6). Во-вторых, решение, которое мы здесь предложим, 

покажет, что такое выбрать для данной конкретной задачи адаптив-

ный способ представления заложенной в ней информации. 

Итак, пусть  

 ϕθ= cossinarx ;  ϕθ= sinsinarx ; θ= coscrz .  (2.20) 
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Тогда 1
2

2

2

2

2

2

≤++
c

z

b

y

a

x
 переходит в 12 ≤r  или 10 ≤≤ r . Якобиан 

преобразования (2.20) равен, очевидно, θsin2abcr . И далее все доста-
точно просто: 

 =θθϕ=ϕθθ=⋅= ∫∫∫∫∫∫∫∫∫
ππ

τ

1

0

2

0

2

0

2 sinsin1 drrddabcddrdrabcdVV
T

 

 

[ ] =θπ−=θθπ= π
π

∫ ∫
1

0

3

0

0

1

0

2

3
cos2sin2

r
abcdrrdabc  

 abcabc π=⋅−−π−=
3

4

3

1
)11(2 . 

Пример 2.12. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 

  1
1532

=++
zyx

.  (2.21) 

Решение 
Прежде всего изучим линию (след), по которой данная поверх-

ность пересекается с координатной плоскостью 0=z . Подставим это 

значение z  в уравнение (2.21). Тогда уравнение интересующей нас 
линии есть 

 1
32
=+

yx
. (2.22) 

Понятно, что в уравнении (2.21) все переменные x , y , z  неот-
рицательны (см. определение арифметического квадратного корня). 

Значит, кривая (2.22) лежит в первой четверти (и, разумеется, все на-
ше тело находится в первом октанте).  

Найдем точки пересечения кривой (2.22) с осями координат. 

Пусть 0=x . Тогда )3;0(31
3

Ay
y

⇒=⇒= . 

Пусть 0=y . Тогда )0;2(21
2

Bx
x

⇒=⇒= . 

А теперь, чтобы получить пару точек, лежащих на линии (2.22), 

найдем решения уравнения (2.22) при 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∈ 1;

2

1
x : 
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1) 
4

3

2

1

3
1

34

1

2

1
=⇒=⇒=+⇒= y

yy
x ; 

2) =−≈−=⇒=+⇒=
2

414,1
1

2

2
1

3
1

32

1
1

yy
x  

⇒≈−= 3,0707,01 27,009,033,03 2 =⋅=⋅=y . 

Информации у нас вполне достаточно, чтобы построить эскиз 
графика уравнения (2.22) (рис. 2.19). Теперь уже нетрудно представить 
и всю нашу «криволинейную» треугольную пирамиду (рис. 2.20).  

 

0 1 2 

3 

2 

1 

x 

y 

B 

A 

2
x

y 

0

3 

A 

B

С15

z

 

Рис. 2.19  Рис. 2.20 

Для вычисления ее объема удобно перейти к обобщенным сфе-
рическим координатам по формулам: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

θ=

ϕθ=

ϕθ=

.cos15

,sinsin3

,cossin2

42

442

442

rz

ry

rx

  (2.23) 

Уравнение поверхности (2.21) в этих координатах примет вид: 

=θ+ϕθ+ϕθ=++= 42442442 cossinsincossin
1522

1 rrr
zyx

 

 +ϕ+ϕθ=θ+ϕθ+ϕθ= )sin(cos(sin)cossinsincos(sin 22222222 rrr  

 1)cos(sin)cos 222 =⇒=θ+θ=θ+ rrr . 

(Достаточно простой вид, не так ли?). 
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В пределах тела T  переменная ϕ  изменяется, очевидно, от 0 до 
2

π
. 

Более того, при каждом значении ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈ϕ
2

;0  переменная θ  также изменя-

ется от 0 до 
2

π
. Остается только учесть, что на каждом луче const=ϕ , 

const=θ  переменная r  изменяется от 0 (значение r  в начале координат) 
до 1 (значение r  на поверхности (2.21)). 

Итак, прообразом тела T  при отображении (2.23) является пря-

моугольный параллелепипед в пространстве ),,( ϕθr : :),,({ ϕθ=τ r  

10 ≤≤ r , 
2

0
π

≤θ≤ , }
2

0
π

≤ϕ≤ . Якобиан J  отображения (2.23) равен 

(см. (2.19)) ϕϕθθ= 33375 cossincossin2880rJ . 

В самом деле, сравнивая соотношения (2.23) с формулами (2.18), 

устанавливаем: 2=a ; 3=b ; 15=c ; 2=n , 4=β=α , 0000 === zyx , 

и остается подставить эти значения параметров в формулы (2.19). 

Используя формулу ∫∫∫ ⋅=
T

dVTV 1)(  и переходя к криволиней-

ным координатам, получаем 

 =ϕϕθθθϕ=ϕθ= ∫∫∫∫∫∫

ππ

τ

1

0

33375
2

0

2

0

cossincossin2880||)( drrddddrdJTV  

 =θθθϕϕϕ= ∫∫∫

ππ
1

0

5
2

0

37
2

0

33 cossincossin2880 drrdd  

 ∫∫

ππ

=θθ−θϕϕ−ϕ⋅=
2

0

27
2

0

23 )(sin)sin1(sin)(sin)sin1(sin
6

1
2880 dd  

 =θθ−θϕϕ−ϕ= ∫∫

ππ
2

0

97
2

0

53 )(sin)sin(sin)(sin)sin(sin480 dd  

 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ θ
−

θ
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ϕ
−

ϕ
=

ππ
2

0

1082

0

64

10

sin

8

sin

6

sin

4

sin
480  

 1
40

1

12

1
480

10

1

8

1

6

1

4

1
480 =⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 
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ВНИМАНИЕ – ЗАДАНИЕ 

Доказать, что объем тела, ограниченного поверхностью 

1=++
c

z

b

y

a

x
 ( 0,, >cba ), может быть вычислен по формуле 

90

abc
V = . 

Замечание 2.8 (методологического характера) 

На протяжении всего изложения мы не раз пользовались мето-

дом замены переменных для вычисления тех или иных интегралов. 

Идея этого метода является частным случаем следующей общей кон-

цепции: если для некоторой задачи, решение которой изначально не 
известно, удается найти такой способ представления заключенной в 

ней информации, при котором вновь полученная задача проще исход-

ной (а если повезет, то – даже известная), то мы на верном пути. 

ГЛАВА 3. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

3.1. Криволинейный интеграл первого рода:  
определение, свойства и вычисление 

К понятию криволинейного интеграла первого рода приводит ме-
ханическая задача о вычислении массы пространственной кривой AB  

по ее линейной плотности )(Mf , заданной во всех точках 

ABzyxM ∈);;( . Для решения этой задачи разобьем кривую AB  про-

извольно точками );;( iiii zyxM  на n  частичных дуг 1+iiMM  

)...,,2,1( ni = . На каждой из дуг 1+iiMM  выберем произвольно точку 

);;( iiii zyxM ′′′′  (рис. 3.1). Тогда, приближенно считая, что плотность во 

всех точках дуги 1+iiMM  равна )( iMf ′  и обозначая длину дуги 1+iiMM  

через ilΔ , для массы imΔ  этой дуги приближенно будем иметь 

 iii lMfm Δ′≈Δ )( . 

Суммируя по всем элементарным дугам, находим для массы 

всей искомой кривой AB  выражение 

 ∑
=

Δ′≈
n

i
ii lMfm

1

)( .  (3.1) 

При этом погрешность соотношения (3.1) будет стремиться к 

нулю, когда 0max →Δ il . Следовательно, переходя в выражении (3.1) 
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к пределу при 0max →Δ il , получим точное выражение для массы ис-
комой кривой. Таким образом, абстрагируясь от физического содер-

жания функции ),,()( zyxfMf = , приходим к понятию криволиней-

ного интеграла первого рода. 

 

0 y
x 

i
r

 

k
r

j
r

A

B

z iM iM ′
 

iF
r

1+iM

irΔ

 

Рис. 3.1 

Определение 3.1. Если существует предел интегральных сумм 

 ∑∑
==

Δ′′′=Δ′
n

i
iiii

n

i
ii lzyxflMf

11

),,()( , 

когда 0max →Δ il , не зависящий как от способа разбиения кривой 

AB  точками );;( iiii zyxM  на частичные дуги 1+iiMM , так и от выбора 
точек );;( iiii zyxM ′′′′  на каждой из них, то этот предел называют криво-

линейным интегралом первого рода от функции ),,()( zyxfMf =  по 

кривой AB  и обозначают символом 

 ∫∫ =
ABAB

dlzyxfdlMf ),,()( . 

Итак, по определению 

 i

n

i
iii

l
AB

lzyxfdlzyxf
i

Δ′′′= ∑∫
=→Δ

1
0max

),,(lim),,( .  (3.2) 

Замечание 3.1 
Аналогично можно ввести криволинейный интеграл 1-го рода и 

по плоской кривой: 

 ∑∫
=→Δ

Δ′′=
n

i
iii

l
AB

lyxfdlyxf
i 1

0max
),(lim),( . 

у
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Замечание 3.2 
Механический и геометрический смысл криволинейного ин-

теграла первого рода: как следует из выражения (3.1) криволиней-
ный интеграл первого рода (3.2) дает массу кривой AB , линейная 

плотность вдоль которой равна ),,( zyxf . В частности, при 

1),,( ≡zyxf  (или в плоском случае при 1),( ≡yxf ) криволинейный ин-

теграл первого рода применяют для нахождения длины l  кривой AB : 

 ∫=
AB

dll . 

Свойства криволинейного интеграла первого рода 

1
о
. Свойство линейности. Если для каждой из функций 
),,(1 zyxf  и ),,(2 zyxf  существуют криволинейные интегралы первого 

рода по кривой AB , и если 1C , 2C  – любые постоянные, то для функ-

ции ),,(),,( 2211 zyxfCzyxfC +  также существует криволинейный ин-

теграл первого рода по кривой AB , причем 

[ ] ∫∫∫ +=+
ABABAB

dlzyxfCdlzyxfCdlzyxfCzyxfC ),,(),,(),,(),,( 22112211 . (3.3) 

2
о
. Свойство аддитивности. Если кривая AB  составлена из 

двух кривых AC  и CB , и если для функции ),,( zyxf  существует 
криволинейный интеграл первого рода по кривой AB , то для этой 
функции существуют и криволинейные интегралы первого рода по 
каждой из этих кривых AC  и CB , причем 

 ∫∫∫ +=
CBACAB

dlzyxfdlzyxfdlzyxf ),,(),,(),,( .  (3.4) 

3
о
. При изменении направления интегрирования криволинейный 

интеграл первого рода не изменяет своего значения, т. е. 

 ∫∫ =
BAAB

dlzyxfdlzyxf ),,(),,( .  (3.5) 

4
о
. Оценка модуля интеграла. Если существует криволинейный 

интеграл первого рода от функции ),,( zyxf  по кривой AB , то суще-
ствует и криволинейный интеграл первого рода от функции 

|),,(| zyxf  по кривой AB , причем 

 ∫∫ ≤
ABAB

dlzyxfdlzyxf ),,(),,( .  (3.6) 
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5
о
. Формула среднего. Если функция ),,( zyxf  непрерывна 

вдоль кривой AB , то существует такая точка ABzyxM ∈);;( 0000 , что  

 lzyxfdlzyxf
AB

⋅=∫ ),,(),,( 000 ,  (3.7) 

где l  – длина кривой AB . 

Вычисление криволинейного интеграла первого рода 

В зависимости от способа задания кривой AB  вычисление кри-
волинейного интеграла первого рода сводится к вычислению соответ-
ствующего определенного интеграла. 

1. Если плоская кривая AB  задана параметрически уравнениями 

)(txx = , )(tyy =  )( β≤≤α t , тогда =+= )()( 22 dydxdl  

dttytx 22 ))(())(( ′+′=  и, следовательно, 

 dttytxtytxfdlyxf
AB

22 ))(())(())(),((),( ′+′= ∫∫
β

α

.  (3.8) 

2. Если плоская кривая AB  задана уравнением в полярных коор-
динатах );( ϕρ  так, что )(ϕρ=ρ  )( β≤ϕ≤α , тогда, принимая во вни-

мание, что ϕρ= cosx , ϕρ= siny , находим =+= )()( 22 dydxdl  

ϕϕρ′+ϕρ= d22 ))(())(( . Следовательно, 

 ϕϕρ′+ϕρϕϕρϕϕρ= ∫∫
β

α

dfdlyxf
AB

22 ))(())(()sin)(,cos)((),( .  (3.9) 

Замечание 3.3 
Если плоская кривая AB  лежит в плоскости xy0  и задана урав-

нением )(xyy = , bxa ≤≤ , то кривую AB  можно параметризировать, 

полагая xx = , )(xyy = , bxa ≤≤ . Тогда вместо (3.8) будем иметь  

 dxxyxyxfdlyxf
b

aAB

2))((1))(,(),( ′+= ∫∫ .  (3.10) 

Аналогично, если кривая AB  задана уравнением )(yxx = , 

dyc ≤≤ , то полагаем yy = , )(yxx = , dyc ≤≤ . Тогда (3.8) прини-

мает вид 

 dyyxyyxfdlyxf
d

cAB

2))((1)),((),( ′+= ∫∫ .  (3.11) 
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Замечание 3.4 
Для вычисления криволинейного интеграла первого рода по 

пространственной кривой AB  необходимо задать данную кривую па-
раметрически уравнениями )(txx = , )(tyy = , )(tzz =  )( β≤≤α t .  

Тогда =++= 222 )()()( dzdydxdl dttztytx 222 ))(())(())(( ′+′+′  

и, следовательно, 

     dttztytxtztytxfdlzyxf
AB

222 ))(())(())(())(),(),((),,( ′+′+′= ∫∫
β

α

. (3.12) 

Пример 3.1. Вычислить ∫
AB

dly , если AB  – первая арка циклои-

ды )sin( ttax −= , )cos1( tay −= , 0>a  (рис. 3.2). 

y 

xaπ20 

2a 

 

Рис. 3.2 

Решение 
Поскольку кривая AB  задана параметрически, то согласно (3.8) 

находим: 

 )cos1()( tatx −=′ ,  taty sin)( =′ , 

 =′+′ 22 ))(())(( tytx =+− tata 2222 sin)cos1(   

 )cos1(2sincoscos21 22 tattta −=++−= . 

Для первой арки циклоиды π≤≤ 20 t  (рис. 3.2). Тогда, в соот-
ветствии с (3.8), будем иметь: 

 =−=−−= ∫∫∫
ππ 2

0

23
2

0

)cos1(2)cos1(2)cos1( dttadttatadly
AB

  

 23
2

0

23 )2()sin(2 atta π=−=
π

. 

Ответ: 23)2( aπ . 
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Пример 3.2. Вычислить ∫ +
AB

dlyx 22 , если AB  – кардиоида 

)cos1( ϕ+=ρ a , 0>a  (рис. 3.3). 

 

Рис. 3.3 

Решение 
Поскольку кривая задана уравнением в полярных координатах, 

причем искомой кривой отвечает значение угла ϕ  от 0=α  до π=β 2  

(рис. 3.3), то воспользуемся формулой (3.9). Для этого находим: 

 )cos1(22 ϕ+=ρ=+ ayx , ϕ−=ρ′ sina , 

=ϕ+ϕ+ϕ+=ϕ+ϕ+=ρ′+ρ 22222222 sincoscos21sin)cos1( aaa  

 )cos1(2 ϕ+= a . 

Тогда, согласно (3.9), будем иметь: 

 =ϕϕ+=ϕϕ+ϕ+=+ ∫∫∫
ππ 2

0

232
2

0

22 )cos1(2)cos1(2)cos1( dadaadlyx
AB

 

 =ϕ
ϕ

=ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

= ∫∫
ππ 2

0

3
2

2

0

23
22  

2
cos 4

2
cos22 dada  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

ϕ
−ϕ

ϕ
= ∫ ∫

π π

π0

2
332

2
cos

2
cos4 dda . 

х

у

2а0

а
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В последнем интеграле сделаем замену переменной: 
2

sin
ϕ

=t , 

ϕ
ϕ

= ddt
2

cos
2

1
; 00sin : 0 ===ϕ t ; 1

2
sin  :  =

π
=π=ϕ t ; 

0sin  :  2 =π=π=ϕ t ; 222 1
2

sin1
2

cos t−=
ϕ

−=
ϕ

.  Тогда получим:  

 =−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−=+ ∫∫ ∫∫

1

0

22
1

0

0

1

22222 )1(16)1(2)1(24 dttadttdttadlyx
AB

 

 22

1 

0 

3
2

3

32

3

1
116 

3
16 aa

t
ta =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= . 

Ответ: 2

3

32
a . 

ВНИМАНИЕ – ЗАДАНИЕ 

Осуществить вычисление вторым способом, считая что 

];[ ππ−∈ϕ  и используя симметрию относительно оси x0 . 

Пример 3.3. Вычислить ∫ +
AB

dly41 , где AB  – дуга кривой 

3

3

1
yx =  между точками )0;0(A  и )1;31(B . 

Решение 
Для вычисления искомого интеграла воспользуемся формулой 

(3.11). Для этого находим: 

 4222 1)(1))((1 yyyx +=+=′+ ,  0=c ,  1=d . 

Тогда в соответствии с (3.11) будем иметь: 

 
5

6

5

1
1 )

5
()1(111

1 

0 

51

0

4
1

0

444 =+=+=+=++=+ ∫∫∫
y

ydyydyyydly
AB

. 

Ответ: 
5

6
. 
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Замечание 3.5 

В некоторых случаях бывает удобно, а порой и необходимо, пе-
рейти от одного способа задания кривой AB  к другому, например, от 
задания кривой в декартовой системе координат к параметрическому 

или к уравнению кривой в полярной системе координат. 
Пример 3.4. Вычислить ∫ +

AB

dlyx 22 , если AB  – лемниската  

Бернулли )()( 222222 yxayx −=+ ,  0>a  (рис. 3.4). 

 

Рис. 3.4 

Решение 
В полярной системе координат ϕρ= cosx , ϕρ= siny  и, следо-

вательно, уравнение лемнискаты принимает вид: 

 )sincos()sincos( 2222222222 ϕρ−ϕρ=ϕρ+ϕρ a  ⇒  

⇒ ⇒ϕρ=ρ 2cos224 a ϕ=ρ 2cos22 a  ⇒ ϕ=ρ 2cosa , причем из усло-

вия 02cos ≥ϕ  следует, что 

⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−∈ϕ

2

5
;

2

3

2
;

2
2 U ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ππ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−∈ϕ

4

5
;

4

3

4
;

4
U  (рис. 3.4).  

Поэтому применим формулу (3.9). Тогда находим: 

 ϕ=ρ=ϕρ+ϕρ=+ 2cossincos 222222 ayx ;  

 
ϕ
ϕ−

=⋅ϕ−ϕ=ρ′ −

2cos

2sin
2)2sin()2(cos

2

1 21 a
a ,  

 
ϕ

=
ϕ

ϕ+ϕ
=

ϕ
ϕ

+ϕ=ρ′+ρ
2cos2cos

2sin2cos

2cos

2sin
2cos

2222
222 a

a
a

a . 

х 
а 

0 

у 
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Таким образом, получим 

 =ϕ
ϕ

⋅ϕ+ϕ
ϕ

⋅ϕ=+ ∫∫∫
π

π

π

π−

45

43

4

4

22

2cos
2cos

2cos
2cos d

a
ad

a
adlyx

AB

 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−
π

+
π

=ϕ+ϕ=ϕ+ϕ⋅=
π

π

π
π

π

π

∫∫ 4

3

4

5

2
  22 2

2
45

43 

2
4 

0 

2
45

43

2
4

0

2 a
a

aadada  

 2
22

22
a

aa
π=

π
+

π
= . 

Ответ: 2aπ . 

ВНИМАНИЕ – ЗАДАНИЕ 

Учитывая симметрию как самой лемнискаты, так и подынте-
гральной функции относительно обеих осей координат, осуществить 

вычисление вторым способом: =+∫
AB

dlyx 22 ∫
′′

+
BA

dlyx 224 , где BA ′′  – 

часть лемнискаты, лежащая в первой четверти. 

Пример 3.5. Вычислить ∫ +++
AB

dlzyx )2234( , если AB  – отре-

зок прямой между точками )5;4;3(−A  и )6;2;1(−B . 

Решение 
Запишем уравнение прямой AB  в параметрическом виде 

t
zz

zz

yy

yy

xx

xx

AB

A

AB

A

AB

A =
−
−

=
−
−

=
−
−

, откуда получим: 

 tx 23+−= , ty 24 −= , tz += 5 , 10 ≤≤ t . 

Находим 

 ( ) ( ) ( ) 31)2(2)()()( 222222 =+−+=′+′+′ tztytx . 
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Тогда, согласно формуле (3.12), будем иметь: 

 [ ] =+++−++−=+++ ∫∫
1

0

32)5(2)24(3)23(4)2234( dttttdlzyx
AB

 

 =+=+=+++−++−= ∫∫
1 

0 

2
1

0

1

0

 )122(3)124(3)2210612812(3 ttdttdtttt  

 42)122(3 =+= . 

Ответ: 42. 

3.2. Криволинейный интеграл второго рода:  
определение, свойства и вычисление 

К понятию криволинейного интеграла второго рода приводит 
задача о вычислении работы Α  силы ++= jzyxYizyxXF

rrr
),,(),,(  

kzyxZ
r

),,(+ , заданной в базисе i
r

, j
r

, k
r

 и действующей на матери-

альную точку, движущуюся вдоль пространственной линии AB  от 
точки A  к точке B . Для вычисления работы Α силы F

r
 разобьем ли-

нию AB  на n  произвольных частей точками );;( iiii zyxM  

)...,,2,1( ni =  в направлении от точки  A  к точке B  (рис. 3.1). Обо-

значим через irΔ  вектор kzjyixMM iiiii

rrr
⋅Δ+⋅Δ+⋅Δ=+1 , где 

iii xxx −=Δ +1 , iii yyy −=Δ +1 , iii zzz −=Δ +1 , ni ,...,2,1= . На каждой из 
частичных дуг 1+iiMM  выберем произвольную точку );;( iiii zyxM ′′′′ . То-

гда скалярное произведение +Δ′′′+Δ′′′=Δ⋅ iiiiiiiiii yzyxYxzyxXrF ),,(),,(
r

 

iiii zzyxZ Δ′′′+ ),,(  будет представлять собой приближенное выражение 
работы iΑΔ  силы F

r
 вдоль дуги 1+iiMM : 

 iiiiiiiiiiiiiii zzyxZyzyxYxzyxXrF Δ′′′+Δ′′′+Δ′′′=Δ⋅≈Δ ),,(),,(),,(
r

Α . 

Следовательно, приближенное значение работы Α силы F
r

 на 
всей кривой AB  будет  

 =Δ⋅≈∑
=

n

i
ii rF

1

A
r

 

 [ ]∑
=

Δ′′′+Δ′′′+Δ′′′=
n

i
iiiiiiiiiiii zzyxZyzyxYxzyxX

1

. ),,(),,(),,(  (3.13) 
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При этом погрешность выражения (3.13) будет стремиться к ну-

лю, когда 0)()()(max ||max 222 →Δ+Δ+Δ=Δ iiii zyxr . Значит, пере-
ходя в выражении  (3.13) к пределу при 0 ||max →Δ ir , получим точ-

ное выражение для работы Α силы F
r

 вдоль линии AB . Таким 

образом, абстрагируясь от физического содержания векторной функ-

ции F
r

, приходим к понятию криволинейного интеграла второго рода.  
Определение 3.2. Если существует предел интегральных сумм 

 [ ]∑∑
==

Δ′′′+Δ′′′+Δ′′′=Δ⋅
n

i
iiiiiiiiiiii

n

i
ii zzyxZyzyxYxzyxXrF

11

),,(),,(),,(
r

, 

когда 0 ||max →Δ ir , не зависящий как от способа разбиения кривой 

AB  точками );;( iiii zyxM  на частичные дуги 1+iiMM , так и от выбора 
точек );;( iiii zyxM ′′′′  на каждой из них, то этот предел называют криво-

линейным интегралом второго рода от векторной функции  

F
r

 { }),,();,,();,,( zyxZzyxYzyxX=  в базисе kji
rrr

,,  вдоль линии AB   

и обозначают символом 

 ∫∫ ++=⋅
ABAB

dzzyxZdyzyxYdxzyxXdrF ),,(),,(),,(
r

,  

где kdzjdyidxdr
rrr

++= . 

Итак, по определению 

 =++=⋅ ∫∫
ABAB

dzzyxZdyzyxYdxzyxXdrF ),,(),,(),,(
r

  

     [ ] . ),,(),,(),,(lim
10max
∑
=→Δ

Δ′′′+Δ′′′+Δ′′′=
n

i
iiiiiiiiiiii

r

zzyxZyzyxYxzyxX
i

  (3.14) 

Замечание 3.6 

Физический смысл криволинейного интеграла второго рода: 

из выражения (3.13) следует, что криволинейный интеграл второго 

рода (3.14) определяет работу Α силового поля F
r

 вдоль линии AB  и в 

базисе kji
rrr

,,  может быть представлен в виде: 

 ∫∫ ++=⋅=
ABAB

dzzyxZdyzyxYdxzyxXdrF ),,(),,(),,(
r

Α .  (3.15) 
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Замечание 3.7 

Если AB  – плоская кривая, например, лежащая в плоскости xy0 , 

то в формулах (3.13)–(3.15) необходимо положить 0=Δ iz , 0=dz . 

Свойства криволинейного интеграла второго рода 

1
о
. Свойство линейности. Если для каждой из векторных функ-

ций 1F
r

 и 2F
r

 существуют криволинейные интегралы второго рода по 

кривой AB  и если 1C  и 2C  – произвольные постоянные, то для функ-

ции 2211 FCFC
rr

+  также существует криволинейный интеграл второго 

рода по кривой AB , причем 

 ∫∫∫ ⋅+⋅=⋅+
ABABAB

drFCdrFCdrFCFC 22112211 )(
rrrr

.  (3.16) 

2
о
. Свойство аддитивности. Если кривая AB  составлена из 

двух кривых AC  и CB , и если для векторной функции F
r

 существует 
криволинейный интеграл второго рода по кривой AB , то для этой 

функции существуют и криволинейные интегралы второго рода по 

каждой из кривых AC  и CB , причем 

 ∫∫∫ ⋅+⋅=⋅
CBACAB

drFdrFdrF
rrr

.  (3.17) 

3
о
. Криволинейный интеграл второго рода меняет свой знак на 

обратный при изменении направления пути интегрирования, т. е. 

 ∫∫ ⋅−=⋅
BAAB

drFdrF
rr

.  (3.18) 

Замечание 3.8 

Поскольку криволинейный интеграл второго рода зависит от 
направления пути интегрирования (свойство  3

о
), то в случае, когда 

ABL ≡  – замкнутая кривая (т. е. в случае, когда точка В совпадает  
с точкой А), за положительное направление обхода замкнутого конту-

ра L  выбирают то направление, при котором область, лежащая внут-
ри этого контура, остается по левую сторону по отношению к точке, 
совершающей обход. Такое движение условно называют «движением 

против часовой стрелки», а интеграл по замкнутому контуру L  назы-

вают циркуляцией векторного поля и обозначают ∫ ⋅
L

drF
r

. 
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Вычисление криволинейного интеграла второго рода 

В зависимости от способа задания кривой AB  вычисление кри-

волинейного интеграла второго рода сводится к вычислению соответ-
ствующего определенного интеграла. 

1. Если AB  – пространственная кривая, то записывают уравне-
ние этой кривой в параметрическом виде: )(txx = , )(tyy = ,  )(tzz = , 

причем точкам A  и B  отвечают значения параметра α=t  и β=t , со-

ответственно (выполнение условия β<α  при этом не обязательно). 

Тем самым вычисление криволинейного интеграла второго рода 
(3.14) сводится к вычислению определенного интеграла: 

 

[∫

∫
β

α

+′+′=

=++

)())(),(),(()())(),(),((

),,(),,(),,(

tytztytxYtxtztytxX

dzzyxZdyzyxYdxzyxX
AB

  

 ] .  )())(),(),(( dttztztytxZ ′+   (3.19) 

2. Если плоская кривая AB  задана уравнением в полярных коор-

динатах );( ϕρ  так, что )(ϕρ=ρ , причем в точке A  угол α=ϕ , а  
в точке B  угол β=ϕ , то, учитывая, что ϕρ= cosx , ϕρ= siny , находим: 

 ( ) ( ) ϕϕϕρ−ϕϕρ′=ϕ′ϕϕρ= dddx sin)(cos)(cos)( , 

 ( ) ( ) ϕϕϕρ+ϕϕρ′=ϕ′ϕϕρ= dddy cos)(sin)(sin)( . 

Следовательно, принимая во внимание замечание 3.7, вычисле-
ние криволинейного интеграла (3.14) сводится к вычислению опреде-
ленного интеграла 

 =+∫
AB

dyyxYdxyxX ),(),(   

 { [ ]+ϕϕρ−ϕϕρ′ϕϕρϕϕρ= ∫
β

α

sin)(cos)()sin)(,cos)((X  

 [ ]} . cos)(sin)()sin)(,cos)(( ϕϕϕρ+ϕϕρ′ϕϕρϕϕρ+ dY   (3.20) 
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Замечание 3.9 

Если плоская кривая AB  лежит в плоскости xy0  и задана урав-

нением )(xyy =  или уравнением )(yxx = , причем );( AA yxA , 

);( BB yxB , то кривую AB  можно параметризовать, полагая xx = , 

)(xyy =  или, полагая yy = , )(yxx = . Тем самым, криволинейный 

интеграл второго рода (3.14), учитывая замечание 3.7, принимает вид: 

 [ ]∫∫ ′+=+
B

A

x

xAB

dxxyxyxYxyxXdyyxYdxyxX )())(,())(,(),(),(   (3.21) 

или 

 [ ]∫∫ +′=+
B

A

y

yAB

dyyyxYyxyyxXdyyxYdxyxX )),(()()),((),(),( .  (3.22) 

Пример 3.6. Вычислить ∫ ++
AB

dzxdyzdxy 222  вдоль отрезка пря-

мой, идущего от точки )2;2;1( −A  до точки )0;0;0(B . 

Решение 
Запишем уравнение прямой, проходящей через две данные точ-

ки A  и B :  

 
221

zyx
=

−
= . 

Отсюда, полагая все эти отношения равными параметру t , полу-

чим уравнения искомой прямой в параметрическом виде: tx = , 

ty 2−= , tz 2= , откуда находим 1=′x , 2−=′y , 2=′z . При этом точке 
A  соответствует, очевидно, значение параметра 1=t , а в точке B  – 

значение 0=t . Тогда, используя формулу (3.19), будем иметь: 

 

=−−=⋅+−⋅+⋅=++ ∫∫∫
1

0

2
0

1

222222 )2()2)2(414( dttdttttdzxdyzdxy
AB  

.
3

2
 

3
2

1 

0 

3

==
t

 

 

Ответ: 
3

2
. 
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Пример 3.7. Вычислить ∫ ++−
AB

dyyxdxxy )()2( 2 , где AB  – дуга 

параболы 22 yyx −=  от точки )1;1(A  до точки )3;3(−B  (рис. 3.5). 

 

0 1-1-2-3 x

y

1

2

3

)1;1(A

)3;3(B

 

Рис. 3.5 

Решение 
Принимая во внимание замечание 3.9 и формулу (3.22), находим  

 

 yx 22 −=′ , 1=Ay , 3=By ;     =++−∫
AB

dyyxdxxy )()2( 2  

 [ ] [ ] =+−=+−+−+−= ∫∫
3

1

2
3

1

222 2)1(2)2()22)(22( dyyyydyyyyyyyy  

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=+−= ∫ 1

2

1

3

2
9

2

81
18 

23

2
)222(

3 

1 

2
4

3
3

1

32 y
y

ydyyyy  

 =−+−−= 1
2

1

3

2

2

81
27

3

44

3

2
14

3

2
4026 −=−−=−− . 

Ответ: 
3

44
− . 

Пример 3.8. Вычислить ∫ −
L

xdyydx , где L  – окружность 

yyx =+ 22  (обход в положительном направлении, рис. 3.6). 



 125

 

0

1

y

x

2
1

 

Рис. 3.6 

Решение 
Воспользуемся замечанием 3.5 и перейдем к полярной системе 

координат ϕρ= cosx , ϕρ= siny . Тогда уравнение окружности 

yyx =+ 22  принимает вид: 

 ϕρ=ϕρ+ϕρ sinsincos 2222   ⇒  ϕρ=ρ sin2   ⇒   ϕ=ρ sin . 

При этом из условия 0sin ≥ϕ  следует, что π≤ϕ≤0 . Для вы-

числения искомого интеграла воспользуемся формулой (3.20): 

 ( )[∫∫
π

−ϕϕρ−ϕϕρ′ϕϕρ=−
0

sin)(cos)(sin)(
L

xdyydx   

 ( )] =ϕϕϕρ+ϕϕρ′ϕϕρ− dcos)(sin)(cos)(  

 [ ]∫
π

=ϕϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕϕ⋅ϕ−ϕ−ϕϕ=
0

222 )cossinsin(coscossin)sin(cossin d  

 ∫
π

=ϕ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ϕ−ϕ⋅ϕ−=

0

2 2sin
2

1
2cos)2cos1(

2

1
d  

 =ϕ−ϕ=ϕϕ−ϕ−ϕ= ∫∫
ππ

00

22 )12(cos
2

1
)2sin2cos2(cos

2

1
dd  

 
2

 
2

2sin

2

1
 

0 

π
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−

ϕ
=

π

. 

Ответ: 
2

π
− . 
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Пример 3.9. Вычислить ∫ +
L

dyydx , где L  – эллипс 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
, 

обходимый в положительном направлении. 

Решение 
Также воспользуемся замечанием 3.5 и запишем уравнение эл-

липса в параметрическом виде: 
 tax cos= ,  tby sin= ,  π≤≤ 20 t . 

Для вычисления искомого интеграла воспользуемся формулой 

(3.19), в которой, согласно замечанию 3.7, 0)( =′= dttzdz . Тогда бу-

дем иметь: 

 [ ] =+−=+−⋅=+ ∫∫∫
ππ 2

0

2
2

0

)cossin(cos)sin(sin dttbtabdttbtatbdyydx
L

 

 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=+−

−
= ∫

π
ππ 2 

0 

2

0

2

0

 
2

2sin

2
sin)2cos1(

2

t
t

ab
tbdtt

ab
 

 ab
ab

b π−=π⋅
−

=−π+ 2
2

)0sin2(sin . 

Ответ: abπ− . 

ГЛАВА 4. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

4.1. Понятие поверхности  

Напомним, что под поверхностью σ  понимают отображение f  

плоской области D  на множество σ  трехмерного евклидова про-

странства, причем это отображение представляет собой взаимно од-

нозначное и взаимно непрерывное соответствие между точками этих 

множеств. Таким образом, поверхность σ  представляет собой некото-

рое множество точек M  пространства с координатами );;( zyx . Тем 

самым вектор kzjyixMrr
rrrrr

++== )( , идущий из начала координат  
в точку σ∈);;( zyxM , задает поверхность σ  и называется радиус-
вектором поверхности σ  (рис. 4.1). Напомним также, что касательная 

плоскость в точке M  определяется как плоскость, для которой угол 

между этой плоскостью и секущей MM ′  ( M ′  – произвольная точка 
поверхности) стремится к нулю при стремлении точки M ′  к точке M . 
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Рис. 4.1 

Определение 4.1. Поверхность σ  называется гладкой, если в 

каждой точке поверхности σ  существует единственная касательная 

плоскость, положение которой непрерывно изменяется вместе с точ-

кой касания. 

Определение 4.2. Вектором нормали к поверхности σ  в точке 
M  называют любой ненулевой вектор )(MN

r
, перпендикулярный  

к касательной плоскости поверхности σ  в точке M . 

Замечание 4.1 

Из определения касательной плоскости к поверхности σ  следует, 
что касательные прямые в точке M  к любым гладким линиям u  и v , 

расположенными на поверхности σ  и проходящими через точку M , 

лежат в касательной плоскости к поверхности σ  в точке M . Тогда чис-
ла (u, v) будут являться криволинейными координатами точки М  

(см. раздел 1.8). Следовательно, координаты zyx ,,  точки M  являются 

функциями переменных u  и v , а значит вектор )(Mr
r

 также будет яв-

ляться функцией переменных  u  и v : ),()( vurMr
rr

= . Но поскольку 

векторы ur ∂∂ /
r

 и vr ∂∂ /
r

 являются касательными к линиям u  и v , 

проходящими через точку M , то эти векторы также лежат в касатель-

ной плоскости к поверхности σ  в точке M  (рис. 4.1), причем в каче-
стве вектора нормали к касательной плоскости можно взять вектор 
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v

r

u

r
MN

∂
∂

×
∂
∂

=
rrr

)( .  (4.1) 

Кроме того, по условию поверхность σ  является гладкой, а сле-
довательно, в каждой точке гладкой поверхности существует непре-
рывное векторное поле нормалей. 

Определение 4.3. Поверхности, на которых в целом существует 
непрерывное векторное поле нормалей, называют двусторонними; 

поверхности, на которых в целом такого поля не существует, называ-
ют односторонними. 

Плоскость, сфера, эллипсоид, конус – двусторонние поверхно-

сти, лист Мебиуса – односторонняя поверхность (рис. 4.2). 
 

 

AB ′,

BA ′,

A′

B′B

A

 

Рис. 4.2 

Определение 4.4. Незамкнутая гладкая двусторонняя поверх-

ность σ , ограниченная простым контуром L  (рис. 4.1), называется 

положительно ориентированной, если обход по контуру L  видется 

происходящим против часовой стрелки наблюдателю, смотрящему из 
конца вектора нормали )(MN

r
. При этом сторона поверхности, отве-

чающая выбранному вектору нормали )(MN
r

, называется положи-

тельной и обозначается символом +σ . В противном случае – отрица-
тельно ориентированной, а сторона поверхности – отрицательной и 

обозначается символом −σ . 

В случае замкнутой гладкой поверхности σ , ограничивающей не-
которое тело, за положительную сторону поверхности выбирают ту, ко-

торая отвечает внешнему вектору нормали, а за отрицательную – про-

тивоположную ей. 
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4.2. Поверхностный интеграл первого рода:  
определение, свойства и вычисление 

Поверхностный интеграл первого рода представляет собой такое 
же естественное обобщение двойного интеграла, как и криволиней-

ный интеграл первого рода является обобщением по отношению к 

обычному определенному интегралу. При этом к понятию поверхно-

стного интеграла первого рода приводит задача о вычислении массы 

поверхности σ  по ее поверхностной плотности )(Mf , заданной во 

всех точках σ∈);;( zyxM . 

Пусть в точках );;( zyxM  некоторой двусторонней гладкой или 

кусочно-гладкой поверхности σ , ограниченной кусочно-гладким кон-

туром, определена функция ),,()( zyxfMf = . Разобьем поверхность 

σ  кусочно-гладкими кривыми на n  частей iσΔ  ( ni ...,,2,1= ). В каж-

дой из частей iσΔ  выберем произвольную точку );;( iii zyxM ′′′ . Тогда 
приближенно считая, что плотность во всех точках области iσΔ  равна 

)( iMf ′  и обозначая площадь области iσΔ  через iσΔ , для массы m  ис-
комой поверхности σ  будем иметь приближенное выражение 

 ∑∑
==

σΔ′′′=σΔ′≈
n

i
iiii

n

i
ii zyxfMfm

11

),,()( .  (4.2) 

При этом погрешность приближения (4.2) будет стремиться к 

нулю, когда максимальный диаметр областей iσΔ  стремится к нулю 

( 0maxdiam →σΔ i ). Следовательно, переходя в выражении (4.2) к 

пределу при 0maxdiam →σΔ i , получим точное выражение для массы 

искомой поверхности. Итак, абстрагируясь от физического содержа-
ния функции ),,()( zyxfMf = , приходим к понятию поверхностного 

интеграла первого рода. 
Определение 4.5. Если существует предел интегральных сумм 

 ∑∑
==

σΔ′′′=σΔ′
n

i
iiii

n

i
ii zyxfMf

11

),,()( , 

когда 0maxdiam →σΔ i , не зависящий как от способа разбиения по-

верхности σ  кусочно-гладкими кривыми на части iσΔ , так и от выбо-

ра точек );;( iiii zyxM ′′′′  в каждой из них, то этот предел называют  
поверхностным интегралом первого рода от функции 

),,()( zyxfMf =  по поверхности σ  и обозначают символом 
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 ∫∫∫∫
σσ

σ=σ dzyxfdMf ),,()( . 

Итак, по определению 

 ∑∫∫
=→σΔ

σ

σΔ′′′=σ
n

i
iiii zyxfdzyxf

i 1
0maxdiam

),,(lim),,( .  (4.3) 

Замечание 4.2 

Механический и геометрический смысл поверхностного ин-

теграла первого рода: как следует из выражения (4.2) поверхност-
ный интеграл первого рода (4.3) дает массу поверхности σ , поверхно-

стная плотность которой равна ),,( zyxf . В частности, при 

1),,( ≡zyxf  поверхностный интеграл первого рода используют для 

вычисления площади области σ : 

 ∫∫
σ

σ σ= dS . 

Замечание 4.3 

Из вида суммы в (4.3) очевидно, что поверхностный интеграл 

первого рода не зависит от выбора стороны поверхности интегриро-

вания. 

Свойства поверхностного интеграла первого рода 

1
о
. Свойство линейности. Если для каждой из функций 

),,(1 zyxf  и ),,(2 zyxf  существуют поверхностные интегралы первого 

рода по поверхности σ  и если 1C , 2C  – любые постоянные, то для 

функции ),,(),,( 2211 zyxfCzyxfC +  также существует поверхностный 

интеграл первого рода по поверхности σ , причем 

 [ ] =σ+∫∫
σ

dzyxfCzyxfC ),,(),,( 2211  

 . ),,(),,( 2211 ∫∫∫∫
σσ

σ+σ= dzyxfCdzyxfC   (4.4) 

2
о
. Свойство аддитивности. Если поверхность σ  составлена из 

двух поверхностей 1σ  и 2σ , и если для функции ),,( zyxf  существует 
поверхностный интеграл первого рода по поверхности σ , то для этой 

функции существуют и поверхностные интегралы первого рода по 

каждой из поверхностей 1σ  и 2σ , причем 
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 ∫∫∫∫∫∫
σσσ

σ+σ=σ
21

),,(),,(),,( dzyxfdzyxfdzyxf .  (4.5) 

3
о
. Формула среднего. Если функция ),,( zyxf  непрерывна на 

поверхности σ , то существует такая точка σ∈);;( 0000 zyxM , что  

 σ⋅=σ∫∫
σ

),,(),,( 000 zyxfdzyxf ,  (4.6) 

где σ  – площадь поверхности σ . 

4
о
. Оценка модуля интеграла. Если существует поверхностный 

интеграл первого рода от функции ),,( zyxf  по поверхности σ , то 

существует и поверхностный интеграл первого рода от функции 

|),,(| zyxf  по поверхности σ , причем 

 ∫∫∫∫
σσ

σ≤σ dzyxfdzyxf ),,(),,( .  (4.7) 

Вычисление поверхностного интеграла первого рода 

Вычисление поверхностного интеграла первого рода основано 

на сведении его к двойному интегралу. Пусть поверхность σ  можно 

задать параметрически посредством радиус-вектора 

 kvuzjvuyivuxvurr
rrrrr

),(),(),(),( ++==  

в ограниченной замкнутой области D  плоскости );( vu . Тогда элемент 
площади σd в криволинейной системе координат );( vu  дается выра-
жением: 

 dudvMNd |)(|
r

=σ ,  (4.8) 

где 
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∂
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Если при этом функция ),,( zyxf  непрерывна на поверхности σ , 

то поверхностный интеграл первого рода (4.3) существует и может 
быть сведен к двойному интегралу по формуле 

 ∫∫∫∫ ∂
∂

×
∂
∂

=σ
σ D

dudv
v

r

u

r
vuzvuyvuxfdzyxf

rr
)),(),,(),,((),,( .  (4.10) 

При вычислении поверхностного интеграла первого рода (4.3) 

поверхность σ  часто задается явно. В этом случае вместо общей фор-

мулы (4.10) его вычисление удобно проводить по одной из следую-

щих формул. 

1. Если поверхность σ  задана явно непрерывно дифференци-

руемой функцией ),( yxzz = , xyDyx ∈);( , где xyD  – проекция поверх-

ности σ  на плоскость xy0 , то поверхность σ  параметризуют, полагая 

xu = , yv = . Тогда вместо (4.10) получим 

 ∫∫∫∫ ′+′+=σ
σ xyD

yx dxdyzzyxzyxfdzyxf 22 )()(1)),(,,(),,( .  (4.11) 

2. Если поверхность σ  задана явно непрерывно дифференци-

руемой функцией ),( zxyy = , xzDzx ∈);( , где xzD  – проекция поверх-

ности σ  на плоскость xz0 , то поверхность σ  параметризуют, полагая 

xu = , zv = . Тогда вместо (4.10) будем иметь 

 ∫∫∫∫ ′+′+=σ
σ xzD

zx dxdzyyzzxyxfdzyxf 22 )()(1)),,(,(),,( .  (4.12) 

3. Если поверхность σ  задана явно непрерывно дифференци-

руемой функцией ),( zyxx = , yzDzy ∈);( , где yzD  – проекция поверх-

ности σ  на плоскость yz0 , то поверхность σ  параметризуют, полагая 

zu = , xv = . Тогда формула (4.10) принимает вид 

 ∫∫∫∫ ′+′+=σ
σ yzD

zy dydzxxzyzyxfdzyxf 22 )()(1),),,((),,( .  (4.13) 

Замечание 4.4 

Если поверхность σ  задана в неявном виде уравнением  

 0),,(Ф =zyx ,  (4.14) 

которое можно разрешить однозначно относительно одной из пере-
менных, то при вычислении поверхностного интеграла первого рода 



 133

(4.3) используют одну из формул (4.11)–(4.13). Если же поверхность 

σ  неоднозначно проектируется на координатные плоскости, то ее не-
обходимо разбить на части, однозначно проектирующиеся на одну из 
координатных плоскостей. 

Пример 4.1. Вычислить ∫∫
σ

σdyx 22 , где σ  – часть поверхности 

конуса 22 zyx += , отсеченная плоскостью ax =  ( 0>a ). 

Решение 
Поверхность σ  (рис. 4.3) однозначно проектируется на плос-

кость yz0  в круг { }222|);( azyzyDyz ≤+= .  
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0
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σ  

     

Рис. 4.3 
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Рис. 4.4 

Следовательно, мы будем пользоваться формулой (4.13). Для 

этого находим: 

( )
22

22

zy

y
zyx

yy
+

=′+=′ ,   ( )
22

22

zy

z
zyx

zz
+

=′+=′ . 
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Тогда в соответствии с формулой (4.13) получим: 

 

. )(2

1)(

222

22

2

22

2
22222

∫∫

∫∫∫∫

+=

=
+

+
+

++=σ
σ

yz

yz

D

D

dydzzyy

dydz
zy

z

zy

y
yzydyx

 

Для вычисления полученного двойного интеграла перейдем к 

полярным координатам );( ϕρ , связанными с декартовыми координа-
тами );( yx  этой же точки соотношениями: ϕρ= cosy , ϕρ= sinz . То-

гда область =yzD { }222|);( azyzy ≤+  будет образом области  

ρϕD : 22222 sincos a≤ϕρ+ϕρ  или 22 a≤ρ , откуда { |);( ϕρ=ρϕD  

}π≤ϕ≤≤ρ≤ 20 ,0 a  (рис. 4.4). Теперь примем во внимание, что яко-

биан отображения yzDD →ρϕ  равен ρ . Тем самым искомый поверх-

ностный интеграл сводится к двойному интегралу по области ρϕD  

(рис. 4.4) и легко вычисляется через повторный интеграл: 

 =ρρϕϕ=ϕρρ⋅ρ⋅ϕρ=σ ∫∫∫∫∫∫
π

σ ρϕ

a

D

dddddyx
0

5
2

0

222222 cos2cos2  

 .
6

2

6
 

2

2sin

2

2
 

6
)2cos1(

2

2 6
62 

0 

 

0 

62

0

a
a

d

a

π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

+ϕ=
ρ

ϕ+ϕ=
ππ

∫  

Ответ: 6

6

2
a

π
. 

Замечание 4.5 

1. Пусть f  – функция с областью определения D  и областью 

значений E , т. е. EDf →: . Тогда множество E  иногда называют 
образом множества D , а множество D  – прообразом множества E  

при отображении f . 

2. Подчеркнем очевидный факт: координаты y , z  и область yzD  

нам известны изначально (т. е. первичны), координаты же ρ , ϕ  и об-

ласть ρϕD  по ним отыскиваются (а значит, они – вторичны). 
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Пример 4.2. Вычислить ∫∫
σ

σ+ dyx )( 22 , где σ  – поверхность 

сферы 2222 Rzyx =++ . 

Решение 
В соответствии с замечанием 4.4 из уравнения сферы находим 

222 yxRz −−±= , где знак «+» определяет верхнюю )( 1σ ,  

а знак «–» – нижнюю )( 2σ  половины сферы σ . Тем самым искомый 

поверхностный интеграл, учитывая замечание 4.3 и свойство 2
о
 для 

поверхностного интеграла первого рода, преобразуется к виду: 

 ∫∫∫∫∫∫∫∫
σσσσ

σ+=σ++σ+=σ+
121

)(2)()()( 22222222 dyxdyxdyxdyx . 

Поскольку верхняя половина сферы 1σ  задана однозначной 

функцией 222 yxRz −−= , а ее проекцией на плоскость xy0  являет-
ся круг { }222|);( RyxyxDxy ≤+= , то для вычисления поверхностного 

интеграла в последнем выражении по поверхности 1σ  воспользуемся 

формулой (4.11). Для этого находим: 

( )
222

222

yxR

x
yxRz

xx
−−

−=′−−=′ , 

( )
222

222

yxR

y
yxRz

yy
−−

−=′−−=′ . 

Тогда в соответствии с формулой (4.11) получим: 

 ∫∫∫∫ =
−−

+
−−

++=σ+
σ xyD

dxdy
yxR

y

yxR

x
yxdyx

222

2

222

2
2222 1)(2)(  

 ∫∫
−−

+
=

xyD

dxdy
yxR

yx
R

222

22

2 . 

Для вычисления полученного двойного интеграла перейдем к 

полярным координатам );( ϕρ  по формулам ϕρ= cosx , ϕρ= siny . 

Тогда область { }222|);( RyxyxDxy ≤+=  будет образом области ρϕD : 

22222 sincos R≤ϕρ+ϕρ  или 22 R≤ρ , откуда ,0|);{( RD ≤ρ≤ϕρ=ρϕ  
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}20 π≤ϕ≤ . Наконец, принимая во внимание, что якобиан отображе-
ния xyDD →ρϕ  равен ρ , сводим искомый поверхностный интеграл  

к двойному интегралу по области ρϕD , который легко вычисляется 

через повторный интеграл: 

 =
ρ−

ρρρ
ϕ=ϕρρ

ρ−

ρ
=σ+ ∫∫∫∫∫∫

π

σ ρϕ

R

D R

d
dRdd

R
Rdyx

0
22

22

0
22

2
22 22)(  

 =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==ρ==ρ

ρ−=ρ−=
=

ρ−

ρρ
⋅ϕ= ∫

π

.0:    ;:0

),(       ,)(

2

1
 2

2

222

0
22

22
2 

0 
tRRt

ddtRt

R

d
R

R

 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π=

−−
π= ∫∫

22

2

 

0 

232

0

20 2

 
3

2
222

))((
2

RR

R

ttRRdtt
t

R
R

t

dttR
R  

 433

3

8

3

1
4 RRRR π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π= . 

Ответ: 4

3

8
Rπ . 

4.3. Поверхностный интеграл второго рода: 
определение, свойства и вычисление 

Поверхностный интеграл второго рода вводится так же, как  

и криволинейный интеграл второго рода. Для этого рассмотрим дву-

стороннюю гладкую или кусочно-гладкую поверхность σ , в каждой 

точке );;( zyxM  которой определены векторное поле 
kzyxZjzyxYizyxXF
rrrr

),,(),,(),,( ++=  и единичный вектор нормали  

 )cos;cos;(cos
|)(|

)(
γβα==

MN

MN
n r

r
r

,  (4.15) 

где γβα ,,  – углы, которые единичный вектор нормали n
r

 к выбран-

ной стороне поверхности σ  в произвольной точке );;( zyxM  образует  
с осями координат x0 , y0 , z0 , соответственно (рис. 4.1). 

Отметим, что если поверхность σ  задана в неявном виде урав-

нением (4.14), то направляющие косинусы единичного вектора нор-

мали этой поверхности определяются формулами: 
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Фgrad

/Ф
cos

x∂∂
±=α ,   

Фgrad

Ф/
cos

y∂∂
±=β ,   

|Фgrad|

/Ф
cos

z∂∂
±=γ ,  (4.16) 

где k
z

j
y

i
x

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
ФФФФgrad . 

Здесь знак ±  должен быть согласован с выбранной стороной по-

верхности. 

Как и в случае поверхностного интеграла первого рода разобьем 

поверхность σ  кусочно-гладкими кривыми на n  частей iσΔ  

( ni ...,,2,1= ). В каждой из частей iσΔ  выберем произвольную точку 

);;( iiii zyxM ′′′′ . Введем обозначения iσΔ  – площадь области iσΔ , 

)( iMF ′
r

 – значение векторной функции F
r

 в точке iM ′ , )( iMn ′r
 – значе-

ние вектора нормали области iσΔ  в точке iM ′  и составим интеграль-

ную сумму 

 ∑
=

σΔ′⋅′
n

i
iii MnMF

1

)()(
rr

. 

Определение 4.6. Если существует предел интегральных сумм  

 ∑
=

σΔ′⋅′
n

i
iii MnMF

1

)()(
rr

, 

когда 0maxdiam →σΔ i , не зависящий как от способа разбиения по-

верхности σ  кусочно-гладкими кривыми на части iσΔ , так и от выбо-

ра точек );;( iiii zyxM ′′′′  в каждой из них, то этот предел называют  
поверхностным интегралом второго рода от векторной функции F

r
 

по ориентируемой поверхности σ , определяемой единичным векто-

ром нормали n
r

, и обозначают  

 ∫∫
σ

σ⋅ dnF
rr

. 

Итак, по определению 

 [ ] =σγ+β+α=σ⋅ ∫∫∫∫
σσ

dzyxZzyxYzyxXdnF cos),,(cos),,(cos),,(
rr

 

 ∑
=→σΔ

σΔ′⋅′=
n

i
iii MnMF

i 1
0maxdiam

)()(lim
rr

.  (4.17) 
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Замечание 4.6 

Физический смысл поверхностного интеграла второго рода: 

если под вектором F
r

 подразумевать вектор скорости течения жидкости 

в данной точке, то поверхностный интеграл второго рода (4.17) дает 
общее количество жидкости, протекающей в единицу времени через 
поверхность σ  в направлении вектора n

r
, и называется потоком Π   

векторного поля F
r

 через поверхность σ . Используется запись: 

 ∫∫
σ

σ⋅= dnF
rr

П . 

Свойства поверхностного интеграла второго рода 

1
о
. Свойство линейности. Если для каждой из векторных функ-

ций 1F
r

 и 2F
r

 существуют поверхностные интегралы второго рода по 

поверхности σ , и если 1C , 2C  – произвольные постоянные, то для 

функции 2211 FCFC
rr

+  также существует поверхностный интеграл вто-

рого рода по поверхности σ , причем 

 . )( 22112211 ∫∫∫∫∫∫
σσσ

σ⋅+σ⋅=σ⋅+ dnFCdnFCdnFCFC
rrrrrrr

  (4.18) 

2
о
. Свойство аддитивности. Если поверхность σ  составлена из 

двух поверхностей 1σ  и 2σ , и если для функции F
r

 существует по-

верхностный интеграл второго рода по поверхности σ , то для этой 

функции существуют и поверхностные интегралы второго рода по 

каждой из поверхностей 1σ  и 2σ , причем 

 ∫∫∫∫∫∫
σσσ

σ⋅+σ⋅=σ⋅
21

dnFdnFdnF
rrrrrr

.  (4.19) 

3
о
. Поверхностный интеграл второго рода меняет свой знак на 

обратный при изменении стороны поверхности, т. е.  

 ∫∫∫∫
−+ σσ

σ⋅−=σ⋅ dnFdnF
rrrr

.  (4.20) 

Замечание 4.7 

В случае замкнутой гладкой поверхности σ  поверхностный ин-

теграл второго рода обозначают символом  

 ∫∫
σ

σ⋅ dnF
rr

. 
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Вычисление поверхностного интеграла второго рода 

Вычисление поверхностного интеграла второго рода основано 

на сведении его к двойному интегралу. Так, если поверхность σ  зада-
на параметрически посредством радиус-вектора == ),( vurr

rr
 

( )),();,();,( vuzvuyvux=  в ограниченной замкнутой области D  плос-
кости );( vu , то принимая во внимание соотношения (4.1) и (4.8), по-

верхностный интеграл второго рода (4.17) сводится к двойному инте-
гралу по области D : 

 ∫∫∫∫∫∫
=
=
=σ

⋅=⋅=σ⋅
D

vuzz
vuyy
vuxx

D

dudvNFdudvN
N

N
FdnF

),(
),(
),(

 ||
||

rrr
r

r
rrr

.  (4.21) 

В том случае, если поверхность σ  задается явно, то вычисление 
поверхностного интеграла второго рода (4.17) удобно проводить по 

одной из следующих формул. 

1. Если поверхность σ  задана явно непрерывно дифференци-

руемой функцией ),( yxzz = , xyDyx ∈);( , где xyD  – проекция поверх-

ности σ  на плоскость xy0 , то поверхность σ  параметризуют, полагая 

xu = , yv = . Тогда вместо (4.21) получим  

 ∫∫∫∫
=σ

⋅±=σ⋅
xyD

yxzz

dxdyNFdnF
),(

rrrr
,  (4.22) 

где знак плюс (минус) берется тогда, когда интегрирование в левой 

части (4.22) ведется по стороне поверхности σ , для которой 0cos >γ  

( 0cos <γ ); )1;;( yx zzN ′−′−=
r

 есть вектор нормали к поверхности σ ,  

а запись 
),( yxzz

NF
=

⋅
rr

 означает, что в этом скалярном произведении 

переменную z  необходимо заменить на функцию ),( yxz . 

2. Если поверхность σ  задана явно непрерывно дифференци-

руемой функцией ),( zxyy = , xzDzx ∈);( , где xzD  – проекция поверх-

ности σ  на плоскость xz0 , то поверхность σ  параметризуют, полагая 

zu = , xv = . Тогда вместо (4.21) будем иметь  

 ∫∫∫∫
=σ

⋅±=σ⋅
xzD

zxyy

dxdzNFdnF
),(

rrrr
,  (4.23) 
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где знак плюс (минус) берется тогда, когда интегрирование в левой 

части (4.23) ведется по стороне поверхности σ , для которой 0cos >β  

( 0cos <β ); );1;( zx yyN ′−′−=
r

 есть вектор нормали к данной поверхно-

сти, а запись 
),( zxyy

NF
=

⋅
rr

 означает, что в этом скалярном произведе-

нии переменную y  необходимо заменить на функцию ),( zxy . 

3. Если поверхность σ  задана явно непрерывно дифференци-

руемой функцией ),( zyxx = , yzDzy ∈);( , где yzD  – проекция поверх-

ности σ  на плоскость yz0 , то поверхность σ  параметризуют, полагая 

yu = , zv = . Тогда вместо (4.21) будем иметь:  

 ∫∫∫∫
=σ

⋅±=σ⋅
yzD

zyxx

dydzNFdnF
),(

rrrr
,  (4.24) 

где знак плюс берется при 0cos >α , знак минус – при 0cos <α ; 

);;1( zy xxN ′−′−=
r

 – вектор нормали к данной поверхности, а запись 

),( zyxx

NF
=

⋅
rr

 означает как и ранее, что здесь теперь переменную x  не-

обходимо заменить на функцию ),( zyx . 

Замечание 4.8 

Если поверхность σ  задана уравнением (4.14), которое можно 

разрешить однозначно относительно одной из переменных, то при 

вычислении поверхностного интеграла второго рода (4.17) удобно 

воспользоваться одной из формул (4.22)–(4.24), т. е. нет необходимо-

сти прибегать к проектированию на все три координатные плоскости. 

Если же незамкнутая поверхность σ  неоднозначно проектируется на 
координатные плоскости, то ее необходимо разбить на части, которые 
однозначно проектируются на одну из координатных плоскостей. 

Пример 4.3. Вычислить  

 [ ]∫∫
σ

σγ++β++α+ dzyxzx cos)(cos)33(cos)3( , 

где σ  – верхняя сторона части плоскости 636 =++ zyx , располо-

женная в первом октанте. 
Решение 
Векторное поле );33;3( zyxzxF +++=

r
. Поскольку поверхность 

σ  однозначно проектируется на плоскость xy0 , причем 

,636{: =+ yxDxy  }0,0 == yx  (рис. 4.5), то, принимая во внимание 
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замечание 4.8, воспользуемся формулой (4.22). Для этого из уравне-
ния плоскости σ  находим yxz 366 −−= , откуда 6−=′xz , 3−=′yz . 

Следовательно, вектор нормали )1;3;6()1;;( =′−′−= yx zzN
r

, причем 

0cos >γ , т. к. σ  – верхняя сторона части искомой плоскости. Тогда, 
применяя формулу (4.22), получим  

 [ ] =σγ++β++α+∫∫
σ

dzyxzx cos)(cos)33(cos)3(  

 [ ] =+++++= ∫∫ −−=
xyD

yxz
dxdyzyxzx

366
)()33(3)3(6  

 [ ]∫∫ =−−++++−−+=
xyD

dxdyyxyxyxx 36699)3663(6  

 =+−−=+−−= ∫∫∫∫
− x

D

dyyxdxdxdyyx

xy

22

0

1

0

)512015()512015(  

 ∫∫ +−−−−=+−−=
− 1

0

2
22

0

2
1

0

)22(10)22(15[)511015( xxxdxyyxydx
x

 

 =−+−−+−=−+ ∫
1

0

22 ]102102)1(403030[)]22(51 xxxxdxx  

 −+−=−−+−= ∫ xxxxxxdx 1026610])1(4010213230[ 2322
1

0

 

 
3

98

3

40
46

3

40
1026610)1(

3

40
1 

0 

3 =−=−+−=−− x . 

Ответ: 
3

98
. 
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10

2

x

y

22 =+ yx

xyD

 

Рис. 4.5 

Пример 4.4. Найти поток векторного поля );2;( zyxF −−=
r

 через 
поверхность σ , представляющую собой внешнюю сторону верхней 

части )0( ≥z  параболоида 22 zxy += , отсеченную плоскостью 4=y . 

Решение 
Построим поверхность σ , для которой 0cos <β , т. к. σ  – внеш-

няя сторона верхней части параболоида (рис. 4.6). Поскольку она од-

нозначно проектируется на плоскость xz0  в область 

}0,4|);{( 22 ≥≤+= zzxzxDxz  (рис. 4.7), то воспользуемся формулой 

(4.23). Для этого из уравнения поверхности 22 zxy +=  находим 

xyx 2=′ , zyz 2=′ .  

 

y

z 

x 

σ

β  
n
r 4 

0 

2 

-2 

          

 

xzD

422 =+ zx  

2 -2 0 x 

z

   

Рис. 4.6 Рис. 4.7 

Следовательно, вектор нормали )2;1;2();1;( zxyyN zx −−=′−′−=
r

. 

Тогда поток Π  найдем по формуле (4.23): 
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 =⋅−=σ⋅=Π ∫∫∫∫ =
σ xzD

zxyy
dxdzNFdnF

),(
 
rrrr

 

 [ ] =−−⋅+−−−= ∫∫ += dxdzzzyxx

xzD
zxy 22 )2(12)2(  

 . )(4)(2 222222 ∫∫∫∫ +−=+++−=
xzxz DD

dxdzzxdxdzzzxx  

 

0 1

π

ϕ

ρ

ρϕD

 

Рис. 4.8 

Для вычисления полученного двойного интеграла сделаем заме-
ну переменных ϕρ= cos2x , ϕρ= sin2z . Тогда область |);{( zxDxz =  

,422 ≤+ zx  }0≥z  будет образом области ρϕD : 

4sin4cos4 2222 ≤ϕρ+ϕρ , 0sin2 ≥ϕρ  или 12 ≤ρ , 0sin ≥ϕ , откуда 
ρϕD  }0  ,10|);{( π≤ϕ≤≤ρ≤ϕρ  (рис. 4.8). Наконец, принимая во 

внимание, что якобиан отображения xzDD →ρϕ  равен ρ4 , искомый 

поток Π  выразится через двойной интеграл по области ρϕD  (рис. 4.8), 

который легко вычисляется через повторный интеграл: 

 =ϕρρ−=ϕρρϕρ+ϕρ−=Π ∫∫∫∫
ρϕρϕ DD

dddd 32222 644)sin4cos4(4  

 π−=
ρ

ϕ−=ρρϕ−=
ππ

∫ ∫ 16
4

6464

1

0

4

0
0

1

0

3dd . 

Ответ: π−=Π 16 . 
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ГЛАВА 5. ТРИ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 
ТЕОРИИ ПОЛЯ 

5.1. Некоторые сведения из теории поля 

Применение интегрального исчисления к задачам механики и 
математической физики очень часто удобнее проводить в векторной 
форме. Поэтому приведем некоторые основные понятия векторного 
анализа, которые позволяют дать физическую интерпретацию рас-
смотренных ранее интегральных образований и связывающих их 
формул интегрального исчисления. 

Определение 5.1. Если в каждой точке );;( zyxM  области V оп-

ределена скалярная функция 

 ),,()( zyxuMuu == , 

то говорят, что в области V  задано скалярное поле ),,( zyxuu = . 

Примерами скалярных полей являются поле температуры или 
электрического потенциала.  

Поверхности, определяемые уравнением Czyxu =),,( , где 
const=C , называют поверхностями уровня. Если поле плоское, т. е. 

),( yxuu = , то уравнение const),( == Cyxu определяет линии уровня. 

Примерами поверхностей (линий) уровня являются: изотермы – по-
верхности (линии) постоянной температуры, изохоры – поверхности 
(линии) постоянного объема, изобары – поверхности (линии) посто-
янного давления. При этом поверхности уровня между собой не пере-
секаются. 

Определение 5.2. Если в каждой точке );;( zyxM  области V оп-

ределена векторная функция 

 kzyxZjzyxYizyxXrFMFF
rrrrrrr

),,(),,(),,()()( ++=== ,  (5.1) 

где kzjyixr
rrrr

++=  есть радиус-вектор точки );;( zyxM , то говорят, 
что в области V  задано векторное поле F

r
. 

Примерами векторных полей могут служить силовое поле или 
поле скоростей. 

Линия, направление которой в каждой точке );;( zyxM  совпада-
ет с направлением вектора )(MFF

rr
= , называется векторной линией.  

Поскольку направляющие косинусы касательной к кривой пропор-
циональны дифференциалам dx , dy , dz , то для векторной линии поля 

F
r

 справедливы равенства 
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),,(),,(),,( zyxZ

dz

zyxY

dy

zyxX

dx
== .  (5.2) 

При этом векторные линии между собой не пересекаются. 

Поверхности, образованные векторными линиями, называются 
векторными поверхностями. Если в рассматриваемой области простран-

ства взять какую-нибудь замкнутую линию, отличную от векторных ли-

ний, и через каждую ее точку провести векторную линию, то образован-

ная ими трубкообразная векторная поверхность называется векторной 

трубкой.  

Напомним, что градиентом скалярного поля  ),,( zyxuu =  в точ-

ке  );;( zyxM  называют вектор 

 k
z

u
j

y

u
i

x

u
uu

rrrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇=grad   (5.3) 

при условии, что все частные производные существуют и вычисляют-
ся в точке M . 

Здесь 
z

k
y

j
x

i
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
rrrr

 есть оператор Гамильтона (читается 

как «набла»). При этом направление градиента совпадает с направле-
нием нормали к поверхности уровня Czyxu =),,( , проходящей через 
данную точку. 

Пример 5.1. Найти поле ньютоновского притяжения, создавае-
мого массой m . 

Решение 
Пусть масса m  сосредоточена в точке O . Обозначим через r

r
 

радиус-вектор OM , соединяющий точку O  с произвольной точкой 

);;( zyxM  пространства. Положим  

 
r

m
Mu =)( , || rr

r
= . 

При этом поверхностями уровня, очевидно, будут сферы радиу-

са r  с центром в точке O , так что направление градиента будет про-

тивоположно направлению вектора r
r

. Тогда легко видеть, что напря-

жение F
r

 поля ньютоновского притяжения в точке );;( zyxM  будет 

 r
r

m

r

m
F

rr
3

grad −== . 
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Пример 5.2. Найти количество тепла, протекающего через эле-
мент поверхности. 

Решение 
Рассмотрим поле температуры ),,,( tzyxuu = . Подсчитаем коли-

чество dQ  тепла, протекающего через элемент поверхности σd  в на-
правлении единичного вектора ее внешней нормали n

r
 за бесконечно 

малый промежуток времени dt . Тепло течет от более нагретых частей 

среды к менее нагретым, и притом тем быстрее, чем быстрее убывает 
температура, а также зависит от свойств среды. Тем самым можно 

считать, что элементарное количество тепла dQ  пропорционально 

σd , dt  и 
n

u

∂
∂

, т. е. 

 dtdnukdtd
n

u
kdQ σ⋅−=σ
∂
∂

−= r
grad ,  

где коэффициент пропорциональности 0>k  зависит от свойств среды – 

коэффициент внутренней теплопроводности среды. 

Определение 5.3. Дивергенцией или расходимостью векторного 

поля (5.1) в точке );;( zyxM  называется скаляр 

 
z

Z

y

Y

x

X
FF

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇=
rrr

div   (5.4) 

при условии, что все частные производные существуют. 
Замечание 5.1 

Физический смысл дивергенции: если под векторным полем F
r

 

подразумевать вектор скорости v
r

 течения жидкости в данной точке, 
то v

r
div  представляет собой плотность источников этого поля. 

Определение 5.4. Ротором (или вихрем) векторного поля (5.1) в 

точке );;( zyxM  называется вектор 

 =
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=×∇=

ZYX

zyx

kji

FF

rrr

rrr
rot    

 k
y

X

x

Y
j

x

Z

z

X
i

z

Y

y

Z rrr
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=  (5.5) 

при условии, что все частные производные существуют. 
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Замечание 5.2 

Физический смысл ротора: если под векторным полем F
r

 под-
разумевать вектор скорости v

r
 точек твердого тела, то ротор поля ско-

рости v
r

 дает с точностью до числового множителя мгновенную угло-

вую скорость: v
rr

rot
2

1
=ω . 

Определение 5.5. Векторное поле F
r

 называется потенциаль-
ным в области V , если в каждой точке VzyxM ∈);;(  существует та-
кая скалярная функция ),,( zyxu , что справедливо представление  

 uF grad=
r

.  (5.6) 

Функция ),,( zyxu  называется потенциалом поля F
r

. Из равенств 

(5.1) и (5.6) следуют три равенства: 

 
x

u
X

∂
∂

= , 
y

u
Y

∂
∂

= , 
z

u
Z

∂
∂

= .  (5.7) 

Это означает, что выражение ZdzYdyXdx ++  является полным 

дифференциалом от функции ),,( zyxu . 

Определение 5.6. Векторное поле F
r

 называется безвихревым  
в области V , если в каждой точке VzyxM ∈);;(  

 0rot =F
r

.  (5.8) 

Замечание 5.3 

Для того, чтобы векторное поле F
r

 в области V  было потенци-
альным, необходимо и достаточно, чтобы во всей рассматриваемой 
области оно было безвихревым. В этом случае существует потенциал 
поля ),,( zyxu , который определяется из системы уравнений (5.7). 

Примерами потенциальных полей являются поле ньютоновского при-
тяжения (гравитационное поле) и электростатическое поле. 

Определение 5.7. Векторное поле F
r

 называется соленоидаль-
ным в области V , если в каждой точке VzyxM ∈);;(  существует та-
кая векторная функция A

r
, что справедливо представление 

 AF
rr

rot= .  (5.9) 

Функция A
r

 называется векторным потенциалом поля F
r

. Из ра-
венств (5.1) и (5.9) следует три равенства: 

 
z

A

y

A
X

yz

∂

∂
−

∂
∂

= , 
x

A

z

A
Y zx

∂
∂

−
∂
∂

= , 
y

A

x

A
Z xy

∂
∂

−
∂

∂
= .  (5.10) 
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Замечание 5.4 

Для того, чтобы поле F
r

 было соленоидальным в области V , не-
обходимо и достаточно, чтобы во всей рассматриваемой области вы-

полнялось равенство 

 0div =F
r

.  (5.11) 

Примером соленоидального поля является магнитное поле. 
Заметим, что произвольное поле F

r
 всегда может быть пред-

ставлено в виде суммы потенциального поля A
r

 и соленоидального 

поля B
r

: 

 BAF
rrr

+= , ( 0rot =A
r

, 0div =B
r

).  (5.12) 

Пример 5.3. Проверить потенциальность и соленоидальность 

векторного поля kxyzjxzyiyzxF
rrrr

)76()76()76( +++++= . В случае 
потенциальности поля найти его потенциал. 

Решение 
По условию имеем: yzxX 76 += , xzyY 76 += , xyzZ 76 += . 

Тогда, пользуясь определением ротора (5.5), находим: 

 077)76()76( =−=′+−′+=
∂
∂

−
∂
∂

xxxzyxyz
z

Y

y

Z
zy ,  

 077)76()76( =−=′+−′+=
∂
∂

−
∂
∂

yyxyzyzx
x

Z

z

X
xz , 

 077)76()76( =−=′+−′+=
∂
∂

−
∂
∂

zzyzxxzy
y

X

x

Y
yx . 

Таким образом, условие потенциальности поля (5.8) выполнено. 

Следовательно, для данного поля F
r

 существует потенциал поля 

),,( zyxu , который определяется из системы уравнений (5.7): 

 yzx
x

u
76 +=

∂
∂

, xzy
y

u
76 +=

∂
∂

, xyz
z

u
76 +=

∂
∂

.  (5.7′) 

Отсюда, интегрируя, например, первое уравнение, находим: 

 ),(73)76( 2 zyxyzxdxyzxdx
x

u
u ϕ++=+=

∂
∂

= ∫∫ . 
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Далее, из второго уравнения системы (5.7′) после подстановки  

в него найденного выражения для функции u , получим: 

 xzy
y

xz
y

u
767 +=

∂
ϕ∂

+=
∂
∂

 или y
y

6=
∂
ϕ∂

. 

Теперь, проинтегрировав полученное уравнение, находим функ-

цию ϕ : 

 )(36 2 zyydydy
y

ψ+==
∂
ϕ∂

=ϕ ∫∫ . 

Тогда потенциал u  будет иметь вид 

 )(733 22 zxyzyxu ψ+++= . 

Наконец, используя третье уравнение системы (5.7′) и подстав-

ляя в него последнее выражение для поля u , будем иметь: 

 xyz
z

xy
z

u
767 +=

∂
ψ∂

+=
∂
∂

 или z
z

6=
∂
ψ∂

. 

Отсюда, интегрируя, находим: 

 Czzdz +==ψ ∫ 236 . 

Итак, потенциал поля u  определяется с точностью до произ-
вольной постоянной C : 

 Cxyzzyxu ++++= 7333 222 . 

Теперь проверим условие (5.11) соленоидальности векторного 

поля. По определению дивергенции (5.4) имеем 

 018)76()76()76(div ≠=+
∂
∂

++
∂
∂

++
∂
∂

= xyz
z

xzy
y

yzx
x

F
r

. 

Следовательно, данное поле F
r

 не является соленоидальным. 

Ответ: поле несоленоидальное, потенциальное и его потенциал  

равен Cxyzzyxu ++++= 7333 222 . 

5.2. Теоремы (формулы) Стокса и Грина 

Пусть σ  – кусочно-гладкая, двусторонняя поверхность, ограничен-

ная кусочно-гладким контуром λ . Будем считать, что в области V ,  
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содержащей поверхность σ , задано векторное поле (5.1), непрерыв-

ное в этой области вместе со своими частными производными. Тогда 
имеет место теорема Стокса: 

Циркуляция векторного поля F
r

 вдоль замкнутого контура λ  

равна потоку ротора этого поля через поверхность σ , ограниченную 

этим контуром, т. е. 

 ∫∫∫
σλ

σ⋅=⋅ dnFrdF
rrrr

rot   (5.13) 

или в развернутом виде 

 ∫∫∫
σλ
⎢
⎣

⎡
+β⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+α⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=++ coscos
x

Z

z

X

z

Y

y

Z
ZdzYdyXdx  

 σ⎥
⎦

⎤
γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+ d
y

X

x

Y
cos . (5.14) 

При этом направление обхода контура λ  и сторона поверхности 
σ , определяемая единичным вектором нормали n

r
 (4.15), должны 

быть согласованы (рис. 5.1), как это разъяснено в определении 4.4. 

Формулу (5.13) или (5.14) называют формулой Стокса. 

 

y

z 

x 

D

0

λ

σ
n
r

 

Рис. 5.1 

Замечание 5.5 

Если поверхность σ  представляет собой часть плоскости, па-
раллельной плоскости xy0  или совпадающей с ней (рис. 5.1), то 
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0=dz , 2/π=β=α , 0=γ , и вместо формулы Стокса (5.14) мы полу-

чим формулу Грина 

 ∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=+
DL

dxdy
y

X

x

Y
YdyXdx .   (5.15) 

Замечание 5.6 

Из формулы (5.13) следует, что если 0rot =F
r

, т. е. поле F
r

 в со-

ответствии с замечанием 5.3 является потенциальным, то криволи-

нейный интеграл второго рода по любой замкнутой пространственной 

кривой λ  равен 0: 

 0=⋅∫
λ

rdF
rr

.  (5.16) 

Отсюда также следует, что для потенциального поля F
r

 криво-

линейный интеграл второго рода не зависит от формы кривой интег-
рирования λ . Таким образом, условия (5.8) и (5.16) представляют со-

бой дифференциальную и интегральную формы необходимого и 

достаточного условия потенциальности поля F
r

. При этом для такого 

поля существует потенциал u , который определяется из системы 

уравнений (5.7). 

Пример 5.4. Показать, что циркуляция скорости потенциально-

го течения идеальной жидкости по любому замкнутому контуру по-

стоянна во времени (теорема Томсона). 
Решение 
Рассмотрим внутри идеальной линии замкнутую линию λ  в 

произвольный момент времени t . Тогда циркуляция скорости 

dtrdv /
rr

=  

 ∫
λ

⋅= rdvJ
rr

 

может быть продифференцирована по времени t  по правилу Лейбница: 

 ∫∫∫∫∫
λλλλλ

⋅=⋅+⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⋅= rd

dt

vd
vdvrd

dt

vd

dt

rd
dvrd

dt

vd

dt

dJ r
r

rrr
rr

rr
r

, 

т. к. 0
2

1
)(

2

1

 

22 ===⋅
λ

λλ
∫∫ vvdvdv

rrrr
. 
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Поскольку течение рассматриваемой жидкости является потен-

циальным, а, значит, 0rot =v
r

, то по теореме Стокса (5.13) 

 ( ) 0rotrot =σ⋅=σ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅= ∫∫∫∫∫

σσλ

dnv
dt

d
dn

dt

vd
rd

dt

vd

dt

dJ rrr
r

r
r

,  

т. е. const=J .  

Отсюда, как простое следствие, получается утверждение Ла-
гранжа: если рассматриваемая масса жидкости не имеет вихрей в 
некий определенный момент времени, то она не может иметь вихрей 

в любой другой момент времени. 

5.3. Теорема (формула) Остроградского 

Рассмотрим трехмерную область V , ограниченную кусочно-

гладкой поверхностью σ ; через n
r

 обозначим единичный вектор 

внешней нормали  к поверхности σ . Пусть векторное поле F
r

 (5.1) 

определено и непрерывно вместе со своими частными производными 

в области V , включая ее границу σ . Тогда имеет место теорема Ост-
роградского: 

Поток векторного поля F
r

 через замкнутую поверхность σ   

в направлении единичного вектора ее внешней нормали n
r

 равен трой-

ному интегралу от дивергенции этого поля по объему V , ограничен-

ного этой поверхностью, т. е. 

 ∫∫∫∫∫ =σ⋅
σ V

dVFdnF
rrr

div   (5.17) 

или в развернутом виде 

 ( ) ∫∫∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=σγ+β+α
σ V

dV
z

Z

y

Y

x

X
dZYX coscoscos .  (5.18) 

Формулу (5.17) или (5.18) называют формулой Остроградского 

(или Остроградского-Гаусса). 
Замечание 5.7 

Формуле Остроградского можно дать физическую интер-

претацию. Если под вектором F
r

 понимать вектор скорости жидко-

сти, протекающей через область V , тогда поверхностный интеграл в 

формуле (5.17) дает количество жидкости, вытекающей из области V  

через поверхность σ  в единицу времени (или втекающей в область V , 
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если этот интеграл отрицателен). Тем самым это количество жидко-

сти выражается через тройной интеграл от F
r

div  по области V . 

Замечание 5.8 

Из формулы (5.17) следует, что если 0div =F
r

, т. е. поле F
r

 в со-

ответствии с замечанием 5.4 является соленоидальным, то поток этого 

поля по любой замкнутой поверхности σ  равен нулю: 

 0=σ⋅∫∫
σ

dnF
rr

,  (5.19) 

т. е. количество жидкости, вытекающей (или втекающей) через лю-

бую замкнутую поверхность σ , будет равно нулю (отсутствуют ис-
точники). Точнее говоря, количество жидкости, втекающей внутрь 

области, равно количеству жидкости, вытекающей из этой области. 

Замечание 5.9 

Формулы Стокса, Грина и Остроградского объединены одной 

идеей: они выражают интеграл, распространенный на некоторый гео-

метрический образ, через интеграл, взятый по границе этого образа. 
При этом формула Грина относится к случаю двумерного простран-

ства, формула Стокса – также к случаю двумерного, но неплоского 

пространства, а формула Остроградского – к случаю трехмерного 

пространства.  
Отметим также, что формулу Ньютона-Лейбница 

 )()()( aFbFdxxF
b

a

−=′∫  

можно рассматривать, как некоторый аналог этих формул для одно-

мерного пространства. 
Пример 5.5. Вывести основное уравнение движения идеальной 

жидкости. 

Решение 
Будем считать, что на жидкость действуют как внешние, так и 

внутренние силы. Внешние силы будем считать пропорциональными 

массе, так что, если F
r

 есть сила, действующая на единицу массы, то 

на элемент жидкости dV  плотности ρ  будет действовать сила dVFρ
r

, 

а, следовательно, на весь выделенный объем V  будет действовать си-

ла ∫∫∫ ρ
V

dVF
r

. 



 154

Поскольку жидкость является идеальной, то внутренние силы, 

действующие на выделенный из жидкости объем V  со стороны ос-
тальной жидкости, представляют собой давление p , приходящееся на 
единицу площади, и направлено внутрь объема V  по нормали n

r
 к по-

верхности σ , ограничивающей этот объем. Значит, на элемент по-

верхности σΔ  действует сила σ− pdn
r

. Тогда на весь выделенный объ-

ем V  будет действовать сила ∫∫
σ

σ− pdn
r

, или, применяя формулу 

Остроградского, получим 

 ∫∫∫∫∫ −=σ−
σ V

pdVpdn grad
r

. 

Если теперь 
dt

vd
r

 есть ускорение, отвечающее элементу dV  жид-

кости, то ∫∫∫ ρ
V

dV
dt

vd
r

 есть ускорение выделенного объема V  жидко-

сти. Следовательно, по второму закону Ньютона получим уравнение 
движения 

 ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ −ρ=ρ
VVV

pdVdVFdV
dt

vd
grad

rr
, 

откуда, в силу произвольности выбора объема V , окончательно имеем 

 pF
dt

vd
grad

1

ρ
−=

rr
. 

Это и есть искомое уравнение движения идеальной жидкости в 

векторной форме. 
Пример 5.6. Получить уравнение неразрывности жидкости при 

отсутствии источников. 

Решение 
Рассмотрим вновь движение жидкости при отсутствии источни-

ков. Количество жидкости Q , вытекающее из произвольного объема 
V  в направлении вектора внешней нормали n

r
 к поверхности σ , огра-

ничивающей этот объем, и рассчитанное на единицу времени, дается, 

как следует из замечания 4.6, выражением  

 ∫∫
σ

σ⋅ρ= dnvQ
rr

, 
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которое с помощью формулы Остроградского преобразуется к виду 

 ∫∫∫ ρ=
V

dVvQ )div(
r

, 

где ρ  – плотность жидкости. 

С другой стороны, изменение плотности ρ  за промежуток dt  на 

величину dt
t∂
ρ∂

 означает, что масса dVρ  элемента dV  жидкости из-

менится на dtdV
t∂
ρ∂

, а, следовательно, масса всего рассматриваемого 

объема V  изменится на  

 ∫∫∫ ∂
ρ∂

V

dVdt
t

. 

Это количество жидкости должно за промежуток времени dt  

втечь внутрь области V . Значит, изменив знак последнего выражения 

и разделив его на dt , получим количество жидкости Q , вытекающей 

из области V  в единицу времени: 

 ∫∫∫ ∂
ρ∂

−=
V

dV
t

Q . 

Поскольку оба выражения для Q  должны быть равны, то, при-

равнивая их, получим: 

 ∫∫∫∫∫∫ ∂
ρ∂

−=ρ
VV

dV
t

dVv)div(
r

, 

откуда, в силу произвольности выбора объема V , окончательно имеем: 

 0)div( =ρ+
∂
ρ∂

v
t

r
. 

Это равенство и есть искомое уравнение неразрывности. 

Пример 5.7. Вывести уравнение теплопроводности. 

Решение 
В качестве последнего примера применения формулы Остро-

градского рассмотрим процесс распространения тепла в пространстве 
при отсутствии источников тепла. 

Используя результат примера 5.2, найдем, что количество тепла 
Q , протекающего через поверхность σ , ограничивающую произволь-



 156

ный объем V  пространства, в направлении единичного вектора ее 
внешней нормали n

r
 за промежуток времени dt , дается выражением 

 ∫∫
σ

σ⋅−= dtdnukQ
r

grad , 

которое с помощью формулы Остроградского преобразуется к виду 

 ∫∫∫−=
V

dVdtukQ )graddiv( . 

Это тепло повлечет за собой изменение температуры u  внутри 

области V  за промежуток времени dt  на величину dt
t

u
du

∂
∂

= . Значит, 

количество тепла dQ , затраченное на это изменение температуры 

массы dVρ  элемента dV  области V  на величину dt
t

u

∂
∂

, будет равно 

 dVdt
t

u
cdQ ρ
∂
∂

= , 

где c  – теплоемкость вещества области V , а ρ  – его плотность. Сле-
довательно, общее количество тепла Q , затраченное на изменение 
температуры в области V  за время dt , дается выражением 

 ∫∫∫ ∂
∂

ρ=
V

dVdt
t

u
cQ . 

Поскольку оба выражения для Q  должны быть равны, то, при-

равнивая их, получим 

 ∫∫∫∫∫∫ ∂
∂

ρ=−
VV

dVdt
t

u
cdVdtuk )graddiv( , 

откуда, в силу произвольности объема V , окончательно имеем иско-

мое уравнение теплопроводности: 

 )graddiv( uk
t

u
c −=

∂
∂

ρ . 

В случае однородной среды (k  – постоянное) оно принимает 
вид  

 ua
t

u
Δ=

∂
∂ 2 , 



 157

где 
ρ

−=
c

k
a2  – коэффициент температуропроводности, а Δ  – опера-

тор Лапласа: 

 
2

2

2

2

2

2

graddiv
z

u

y

u

x

u
uu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

==Δ . 

ГЛАВА 6. ОБЩИЙ ПОДХОД К ПОНЯТИЮ 
ИНТЕГРАЛА 

6.1. Фигура, диаметр, мера 

Фигурой называют любое множество точек. Например, это и ли-

нии в пространстве или на плоскости (в частности, это может быть 

отрезок оси), либо плоские области, либо поверхности в пространст-
ве, либо некоторые пространственные тела. 

Диаметром фигуры будем называть максимальное из расстоя-

ний между двумя точками этой фигуры. Например, для куба диаметр 

равен диагонали, для эллипса диаметр равен большой оси. Для круга 
и шара диаметр, определенный сейчас, совпадает с диаметром  

в обычном смысле слова. Мы будем считать, что все фигуры, с кото-

рыми мы работаем, имеют конечный диаметр (т. е. являются ограни-

ченными). 

Для различных типов фигур мы будем говорить об их мере.  
В случае линий под мерой будем понимать их длину. Для поверхно-

стей (в частности, плоских фигур) под мерой будем понимать пло-

щадь. Наконец, в случае пространственных тел мерами будут служить 

объемы.  
Примечание 6.1. В математике понятие меры играет очень важную роль. 

Ему даже посвящена отдельная математическая дисциплина под названием 

«Теория меры». 

Понятно, что это понятие появилось как обобщение только что рассмот-
ренных нами конкретных ситуаций. 

6.2. Плотность массы 

Рассматривая какую-либо фигуру, мы будем считать ее матери-

альной, а значит, обладающей определенной массой. Так, отрезок 

[ ]ba,  мы будем считать очень тонким материальным стержнем, всеми 

размерами которого, кроме длины, мы пренебрегаем. Точно так же 
кривую Г  мы будем представлять в виде тонкого изогнутого матери-
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ального стержня. Плоская область D  и поверхность σ  для нас это ма-
териальные пластинки (плоская и изогнутая), толщиной которых 

можно пренебречь. 

Обычное определение плотности – количество массы в единице 
объема. Для дальнейшего нам потребуется следующая его конкрети-

зация. Пусть P  – некоторая точка тела T . Окружим точку P  некото-

рой малой областью VΔ  (рис. 6.1). Тогда средняя плотность тела  

в точке P  есть 
V

т
Δ
Δ

=ρср , где mΔ  – масса элементарного объема VΔ . 

А чтобы получить точное выражение для плотности тела в точке P  

нам придется в последнем равенстве перейти к пределу, устремив VΔ  

к нулю (т. е. стянуть элементарный объем в точку). Тогда  

 V

m

V Δ
Δ

=ρ
→Δ 0

lim .  (6.1) 

 

0 yx 

z 

T
P

VΔ

 

Рис. 6.1 

В случае стержня определение плотности придется несколько 

модифицировать: мы будем говорить о линейной плотности как о ко-

личестве массы в единице длины: 

 
x

m

xx Δ
Δ

=ρ=ρ
→Δ→Δ 0

ср
0

limlim , (6.2) 

где xΔ  – элементарная часть отрезка [ ]ba, , содержащая точку P ,  

а mΔ  – ее масса (рис. 6.2). 

 

0 a b

P

Δx x
 

Рис. 6.2 
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Совершенно также определяется плотность в случае кривого 
стержня Г  в произвольной его точке P : 

 
l

m

l Δ
Δ

=ρ
→Δ 0

lim ,  (6.3) 

где lΔ  – элементарная часть кривой Г , содержащая точку P ; mΔ  – 
ее масса (рис. 6.3). 

 

x 

z 

y

Г
Р 

Δl 

        

 

0

y

x 

D Р

ΔS

 

Рис. 6.3  Рис. 6.4 

Рассмотрим теперь случай плоской области (рис. 6.4). Пусть 
DP∈  и SΔ  – некоторая элементарная часть области D , содержащая 

эту точку, а  mΔ  – количество массы, приходящейся на площадку SΔ . 

Тогда поверхностная плотность ρ  в точке P  есть предел  

 
S

m

s Δ
Δ

=ρ
→Δ 0

lim .  (6.4) 

 

0

x 

z

y

σΔ

σ
P

 

Рис. 6.5 

Точно так же в случае изогнутой пластинки имеет место:  

 
σΔ

Δ
=ρ

→σΔ

m

0
lim ,  (6.5) 

где σΔ  – площадь элементарной части поверхности σ , содержащей 

точку P  и стягиваемая в эту точку, а mΔ  – масса этой части (рис. 6.5). 
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6.3. Задача о массе фигуры 

Формулировка задачи. В каждой точке P  фигуры Ω  известна ее 
плотность )(Pf=ρ . Найти массу фигуры.  

Решение 
Рассмотрим 5 ситуаций. 

Ситуация 1 

Фигура Ω  есть отрезок [ ]ba; . Применим «принцип дробления», а имен-

но: отрезок [ ]ba;  разобьем точками nnkk xbxxxxxxa =<<<<<<<<= −− 11210 ......  

на n  элементарных частей и будем считать («основное допущение»), что в 
пределах каждого из них плотность можно считать постоянной. Выберем 

внутри каждой элементарной части свою точку: [ ]kkk xxP ,1−∈ , где nk ,1=  

(рис. 6.6).  

 1P  2P  kP nP

ax =0  1x  2x  1−kx kx 1−nx nxb =
x

 

Рис. 6.6 

Тогда можно считать, что плотность на отрезке [ ]kk xx ,1−  равна 
)( kPf . Согласно определению линейной плотности масса k -го эле-

ментарного отрезка приближенно равна: 

 kkk xPfm Δ≈Δ )(  ( nk ,1= ). 

Для полной же массы стержня [ ]ba,  получаем: 

 ∑
=

Δ≈
n

k
kk xPfM

1

)( .  (6.6) 

Понятно, что данное приближенное равенство будет тем точнее, чем 

меньше будут взяты элементарные отрезки деления. Точное же равенство 

мы, очевидно, получим, если в равенстве (6.6) перейдём  

к пределу, устремив наибольшую из длин элементарных отрезков к нулю: 

 ∫∑ =Δ≈
=→λ

b

a

n

k
kk dxPfxPfM )()(lim

1
0

,  (6.7) 

где k
nk

xΔ=λ
≤≤1

max . 
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Напомним, что ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfdxPf )()(  есть обычный определенный 

интеграл (по отрезку [ ]ba, ). 
Примечание 6.2. Чтобы не вводить лишних обозначений, условимся при 

дроблении фигуры на части обозначать одинаковым образом как сами эти части, 

так и их меры. 

Ситуация 2 

Фигура Ω  есть плоская область D . Разобьем произвольным об-

разом пластинку D  на n  частей kSΔ  ( nk ,1= ). В каждой из получен-

ных элементарных частей выберем произвольную точку (рис. 6.7): 

kk SP Δ∈  ( nk ,1= ). Тогда плотность k -й части нам известна и равна 
)( kPf  (разумеется, приближенно). Поэтому для массы пластинки D  

получаем приближенное равенство: 

 ∑
=

Δ≈
n

k
kk SPfM

1

)( . 

 

0 

y 

x

kSΔD

kPΔ

 

Рис. 6.7 

Это равенство превратится в точное, если в нем перейти к пре-
делу, устремив к нулю наибольший из диаметров λ  элементарных 

частей:  kSΔ  ( nk ,1= ): 

 ∫∫∑ =Δ=
=→λ

D

n

k
kk dSPfSPfM )()(lim

1
0

, (6.8) 

где k
nk

SΔ=λ
≤≤

diammax
1

. 
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Напомним, что ∫∫∫∫ =
DD

dxdyyxfdSPf ),()(  есть двойной интеграл 

по области D . 

Ситуация 3 

Фигура Ω  есть часть кривой Г , заключенная между точками A  

и B  (рис. 6.8). Разобьем кривую Г  на части klΔ  ( nk ,1= ), выберем на 
каждой части klΔ  по точке kP  и получим для массы приближенное 

равенство: ∑
=

Δ≈
n

k
kk lPfM

1

)( . А затем и точное равенство: 

 ∫∑ =Δ=
=→λ

Г

n

k
kk dlPflPfM )()(lim

1
0

,  (6.9) 

где k
nk

lΔ=λ
≤≤

diammax
1

. 
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1−kA

1−nA

Г

 

Рис. 6.8 

Напомним, что ∫∫ =
ГГ

dlzyxfdlPf ),,()(  есть криволинейный ин-

теграл по длине дуги (или 1-го рода). 
Ситуация 4 

Фигура Ω  есть поверхность σ  (рис. 6.9). Тогда 

∑
=

σΔ≈
n

k
kkPfM

1

)( , где kσΔ  ( nk ,1= ) – элементарные части, на кото-

рые дробится поверхность σ  (и их меры одновременно), kkP σΔ∈  – 

произвольные точки. Остальное как всегда:  
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 ∫∫∑
σ=→λ

σ=σΔ= dPfPfM
n

k
kk )()(lim

1
0

,  (6.10) 

где k
nk

σΔ=λ
≤≤

diammax
1

. 

Напомним, что ∫∫∫∫
σσ

σ=σ dzyxfdPf ),,()(  есть поверхностный 

интеграл по поверхности (или 1-го рода). 
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kσΔ  
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kVΔ

kP  
Т

 

Рис. 6.9  Рис. 6.10 

Ситуация 5 

Фигура Ω  есть пространственная область (тело) T  (рис. 6.10). 

Разобьем тело T  на n  частей kVΔ  (на рисунке они не показаны).  

В каждой из частей выберем произвольно по точке kk VP Δ∈  ( nk ,1= ) 

и составим сумму: ∑
=

Δ≈
n

k
kk VPfM

1

)( , а затем получим и точное ра-

венство: 

 ∫∫∫∑ =Δ=
=→λ

T

n

k
kk dVPfVPfM )()(lim

1
0

,  (6.11) 

где k
nk

VΔ=λ
≤≤

diammax
1

. 

Напомним, что ∫∫∫∫∫∫ =
TT

dVzyxfdVPf ),,()(  – тройной интеграл 

по телу T . 
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6.4. Интегральная сумма и определенный  
интеграл по фигуре 

Отвлечемся от физического смысла рассмотренной задачи о 

массе и вычленим те математические операции, которые привели к ее 
решению. Прежде всего напомним, что на фигуре Ω  задана функция 

точки: )(Pf . Для получения приближенных равенств для масс М в 

ситуациях 1–5 были проделаны следующие операции: 

1) фигура произвольным образом дробилась на конечное число 

n  частей; 

2) в каждой из частей бралась произвольная точка kP  ( nk ,1= ); 

3) вычислялись значения функции в выбранных точках: )( kPf ; 

4) значение )( kPf  умножалось на меру соответствующей части; 

5) все полученные произведения складывались. 

Полученная в результате перечисленных операций сумма носит 
название n -й интегральной суммы: 

 ∑
=

ωΔ
n

k
kkPf

1

)( . 

При заданном числе n  частей, на которые дробится фигура Ω , 

можно составить сколько угодно n -х интегральных сумм. Здесь име-
ется произвол двоякого порядка. Во-первых, можно по-разному дро-

бить фигуру на n  частей, а, во-вторых, в каждой из частей можно 

произвольным образом выбирать точку kP . 

Чтобы получить точное значение массы (равенства (6.7)–(6.11)), мы 

выполняли шестую операцию – брали предел n -й интегральной суммы, 

устремив к нулю размеры частей, на которые была раздроблена фигура 
(при этом число частей +∞→n ). 

Важно заметить, что предел не должен зависеть от способов со-

ставления интегральных сумм. Такой предел называется определен-

ным интегралом по фигуре от функции )(Pf  и обозначается так: 

∫
Ω

ωdPf )( . 

Сформулируем сказанное выше следующим образом: 

Определение 6.1. Определенным интегралом по фигуре Ω  от 
заданной на ней функции )(Pf  называется предел n -й интегральной 

суммы, когда стремится к нулю наибольший из диаметров элементар-

ных частей деления, на которые дробилась фигура при составлении 
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интегральных сумм. При этом предел не должен зависеть от способов 

составления интегральных сумм. 

Итак,  

 ∑∫
=→λ

Ω

ωΔ=ω
n

k
kkPfdPf

1
0

)(lim)( ,  (6.12) 

где k
nk

ωΔ=λ
≤≤

diammax
1

. 

В приложениях интегрального исчисления к решению задач час-
то бывает удобным считать, что интеграл есть сумма бесконечно 

большого числа бесконечно малых слагаемых (элементов). При из-
вестной осторожности этот подход является весьма плодотворным и 

мы не раз уже его использовали. 

Перед тем, как рассмотреть еще один пример, основанный на 
этой идее, приведем простейшую классификацию фигур, необходи-

мую для дальнейшего: 

 

 

Линия 

 

Фигура 

 

Плоская 
Простран-

ственная 

 

Тело 
 

Линия 
Плоская 

область 

 

Поверхность
 

Рис. 6.11 

Примечание 6.3. Фигура называется плоской, если все ее точки принадле-
жат некоторой плоскости и пространственной в противном случае. 

Наш пример непосредственно связан с п. 3 комментария к при-

меру 2.7 из раздела 2.4. Для лучшего понимания происходящего оста-
новимся на понятии момента инерции пространственной фигуры. 

Определение 6.2 

1. Моментом инерции материальной точки относительно оси z0  

назовем произведение массы этой точки  на квадрат ее расстояния до 

оси z0 . 

2. Моментом инерции системы материальных точек относитель-

но оси z0  назовем сумму моментов всех точек системы относительно 

этой оси. 
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3. Моментом инерции пространственной фигуры Ω  относитель-

но оси z0  будем считать интеграл  

 ∫
Ω

ωρ+= dzyxyxI z ),,()( 22 .  (6.13) 

Комментарий. Откуда взялась формула (6.13)? Ответ прост 
(рис. 6.12).  

 

0

x 

z

y

ωd

),,( zyxP

)0,,( yxP′

zP
22 yx +

 

Рис. 6.12 

Пусть ωd  – некоторый бесконечно малый элемент фигуры Ω  и 

),,( zyxP  – принадлежащая ему точка, )0,,( yxP′  – ее проекция на 
плоскость yx0 , а ),0,0( zPz  – проекция точки P  на ось z0 . Тогда мас-
са элемента ωd  равна (приближенно) ωρ dzyx ),,( , где )(Pρ=ρ  – 

плотность распределения массы по телу Ω . Расстояние от точки P  до 

оси z0 , очевидно, совпадает с расстоянием между точками P  и zP ,  

и по формуле расстояния между двумя точками получаем: 
22222 )()0()0( yxzzyxd +=−+−+−= . 

Поэтому элементарный момент инерции нашей фигуры относи-

тельно оси z0  есть: ωρ+= dzyxyxdI z ),,()( 22 , а полный (суммарный) 

момент, очевидно, есть сумма всех элементарных моментов, т. е. ин-

теграл (6.13).  

И в заключение этого пункта приведем следующую схему  

(рис. 6.13). 
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 Обычный определенный интеграл  

по отрезку ],[ ba  ∫
b

a

dxxf )(  

Криволинейные  
интегралы 

 

Двойные интегралы: 

 ∫∫
D

dxdyyxf ),(  

1-го рода 
(по длине дуги)  

∫
Г

dlzyxf ),,(  

2-го рода 
(по координатам), 

например, составной 

∫
γ

++ )ZdzYdyXdx  

D – плоская область 

Тройные интегралы: 

 ∫∫∫
T

dVzyxf ),,(  

Т – тело  

в пространстве 

Поверхностные 
интегралы 

1-го рода 

∫∫
σ

σdzyxf ),,(  

 

2-го рода, например, 

составной 

∫∫
σ

++ ZdxdyYdxdzXdydz  

Поверхность  

ориентирована 

Кривая ориенти- 

рована 

 

Рис. 6.13. Общая схема (7 типов интегралов) 
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ГЛАВА 7. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ  
КРАТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

7.1. Вычисление длин линий 

Длина l  линии Г  дается криволинейным интегралом: 

 ∫=
Г

dlГl )( .  (7.1) 

Напомним формулы для вычисления длины дуги в зависимости 

от способа задания кривой Г (их пять): 

1) )(xy ϕ= ,  bxa ≤≤ ,  dxxdl )(1 2ϕ′+= ;    (7.2) 

2) )(yx ψ= ,  dyc ≤≤ ,  dyydl )(1 2ψ ′+= ;    (7.3) 

3) плоская кривая Г задана параметрически уравнениями 

)(txx = , )(tyy = , β≤≤α t . Тогда  

 dttytxdl )()( 22 ′+′= ;  (7.4) 

4) плоская кривая Г задана полярным уравнением )(ϕρ=ρ , 

21 ϕ≤ϕ≤ϕ , тогда  

 ϕρ′+ρ= ddl 22 ; (7.5) 

5) пространственная кривая Г задана параметрически уравне-
ниями )(txx = , )(tyy = , )(tzz = , β≤≤α t . Тогда  

 dttyxdl ttt
222 ′+′+′= .  (7.6) 

Комментарий. 1. В формуле (7.2) ведущая переменная x , а  
в формуле (7.3) – y . 

2. Формула (7.5) легко выводится из формулы (7.4), если вос-
пользоваться связью между декартовыми и полярными координатами: 

 =′+′=′+′⇒
⎩
⎨
⎧

ϕϕρ=
ϕϕρ=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ϕρ=ρ
ϕρ=
ϕρ=

ϕϕ
2222

sin)(

cos)(

)(

sin

cos

yxyx
y

x
y

x

tt  

 )()()cos)(sin)(()sin)(cos)(( 2222 ϕρ′+ϕρ=ϕϕρ+ϕϕρ′++ϕϕρ−ϕϕρ′= . 
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3. Подчеркнем одну важную особенность сведения криволиней-
ного интеграла (первого рода) к обычному определенному: при вы-
числении криволинейного интеграла всегда нижний предел должен 
быть меньше верхнего. 

Пример 7.1. Найти длину кривой 2
3

xy =  при ]4;0[∈x . 

Решение 
Поскольку 32

3

xxy == , то );0[)( +∞=yE  и, значит, xxy = . 

(Заодно отметим, что и условие ]4;0[∈x  корректно). Чтобы представить 
нашу кривую получше, составим небольшую таблицу: 

Таблица 7.1 

x  0 
4

1
 1 4 

xx  0 
8

1
 1 8 

 

Эскиз графика функции выглядит так (рис. 7.1). 
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y

x2 4

8

1

3

5

 

Рис. 7.1 

С учетом формулы (7.2.) имеем: 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+= ∫∫

4

0

4

0
4

9
1

4

9
1

9

4

4

9
1)(

2
1

xdxdxxГl  

 ( ) ( )11010
27

8
191

27

8

2

3

4

9
1

9

4
2
3

2
3

4

0

2

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
x

. 



 170

Примечание 7.1. Покажем откуда появилось подинтегральное выражение в 

нашем интеграле: 

 2
3

xy = ; 2
1

2

3
xy =′ ; xy

4

92 =′ ; xy
4

9
11 2 +=′+ . 

Пример 7.2. Найти длину первого витка винтовой линии: 

tax cos= , tay sin= , btz = . 

Решение 
Поскольку нас интересует только первый виток, то ]2;0[ π∈t . 

Теперь займемся вычислениями: 

 taxt sin−=′ , tayt cos=′ , bzt =′ , 

 2222222 cossin babtatazyx ttt +=++=′+′+′ , 

 222

0

22
2

0

22 2 )( batbadtbaГl +π=⋅+=+= π
π

∫ . 

Замечание 7.1 

Полученный результат допускает красивую физико-

геометрическую интерпретацию. Предположим, что прямой круговой 

цилиндр, радиус основания которого равен a  и ось которого совпада-
ет с осью z0 , вращается вокруг оси z0  с угловой скоростью 1=ω  

(рис. 7.2). По боковой поверхности цилиндра параллельно оси z0  

ползет человечек со скоростью bbtzt =′=′ )( . В результате он будет 
участвовать в сложном движении: поступательном и вращательном 

одновременно. Траекторией движения маленького человечка и будет, 
очевидно, наша винтовая линия. 

 

0
a-a y

z

x 
 

Рис. 7.2 
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A 
B

CD 

bπ2

aπ2

222 ba +π

 

Рис. 7.3 

Рассмотрим теперь плоскую развертку цилиндра. Понятно, что ею 
будет прямоугольник, размеры которого мы сейчас установим. Длина ок-
ружности основания цилиндра равна aπ2  (ибо радиус этой окружности a ). 
За время π= 2t  человечек, ползущий по образующей цилиндра по закону 

btz = , пройдет путь длиной bb π=π⋅ 22 . Первый виток винтовой линии 
изобразится диагональю рассматриваемого прямоугольника, а значит (по 

теореме Пифагора) его длина 2222 2)2()2( baba +π=π+π , что мы и 

получили с помощью интегрирования. 

7.2. Вычисление площадей плоских фигур 

1. Площадь S  плоской (квадрируемой) области D  в декартовых 

координатах (на плоскости ),( yx ) выражается формулой: 

 ∫∫=
D

dxdyDS )( .  (7.7) 

Если )}(0 ,:),{( xfybxayxD ≤≤≤≤=  –  криволинейная тра-
пеция (рис. 7.4), то сводя двойной интеграл к повторному, придем к 
известной формуле, выражающей площадь криволинейной трапеции с 
помощью определенного интеграла: 

 [ ] ∫∫∫∫∫∫ ====
b

a

xf
b

a

xfb

aD

dxxfydxdydxdxdyDS )()( )(
0

)(

0

. (7.8) 
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y 

xa b

A
B

)(xfy =

 

Рис. 7.4 
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2. Переходя в (7.7) к новым переменным по формулам  

 
⎩
⎨
⎧

ψ=
ϕ=

),,(

),(

vuy

vux
  (7.9) 

получим выражение площади области D  в криволинейных координатах  

 ∫∫
Δ

= dudvJDS ||)( ,  (7.10) 

где 
),(

),(

vuD

yxD
J =  – якобиан преобразования (7.9). 

Величину dxdydS = , представляющую собой площадь прямо-

угольника со сторонами dx , dy  называют элементом площади в пря-

моугольных координатах x , y , а величину dudvJdS ||=  – элементом 

площади в криволинейных координатах u , v . Модуль якобиана || J  

представляет собой коэффициент растяжения площади в точке ),( vu  

при отображении области Δ  плоскости ),( vu  на область D  плоскости 

),( yx . 

3. Если D  – криволинейный сектор на плоскости ),( yx , ограни-

ченный лучами α=ϕ , β=ϕ  и кривой )(ϕρ=ρ , где ρ , ϕ  – полярные 
координаты (рис. 7.5), то из равенства (7.10), учитывая, что ρ=|| J ,  

а )}(0  ,:),{( ϕρ≤ρ≤β≤ϕ≤αϕρ=Δ , и сводя двойной интеграл  

к повторному, получим известное выражение площади криволиней-
ного сектора через определенный интеграл: 

.)(
2

1

2
)( 2

)(

0

2)(

0

∫∫∫∫∫∫∫∫
β

α

ϕρβ

α

ϕρβ

αΔ

ϕϕρ=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ρ
ϕ=ρρϕ=ϕρρ== dddddddxdyDS

D

(7.11) 
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βα

)(ϕρ=ρ

 

Рис. 7.5 
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Примечание 7.2. Если обобщить нашу ситуацию, усложнив область D  сле-
дующим образом (рис. 7.6), то нетрудно таким же способом получить формулу: 

 [ ] ϕϕρ−ϕρ= ∫
β

α

dDS  )()(
2

1
)( 2

1
2
2 .  (7.12) 

 

0 

y 

x

B

A

βα

)(1 ϕρ=ρ

)(1 ϕρ=ρ
D

 

Рис. 7.6 

(Сравнить со стандартной ситуацией 1.3). 
Кстати, по-видимому, вместо того, чтобы формулы (7.11), (7.12) 

запоминать, проще запомнить их вывод! 
Пример 7.3 (задача Архимеда) 
Найти площадь параболического сегмента, размеры которого 

указаны на рис. 7.7. 
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h

A B(b,h)
M bb

y

xN(b,0)
 

Рис. 7.7 

Решение 
Понятно, что для решения задачи нам потребуется  уравнение 

параболы АОВ. Поскольку она проходит через начало координат, то 

ее уравнение имеет вид: 2axy = . Нам остается найти коэффициент a , 

исходя из условия  задачи. Видим (рис. 7.7), что наша кривая прохо-
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дит через точку ),( hbB . Отсюда ⇒⋅= 2bah
2

2

2

2

b

hx
y

axy

b

h
a

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=
  

и, учитывая симметрию параболы относительно оси 0y, мы готовы  
к решительному штурму: 

 [ ] =−==== ∫∫∫∫∫∫
=

=

b
h

ax

bhy

axy

b

D

dxaxhydxdydxdxdyDS
0

2

00

)(222)( 2

2

 

 hbhb
b

ab
hb

b

h
a

ax
hb

ax
hx

b

3

4

3

2
2

3
2

3
2

3
2

2

3

2

3

0

3

=⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−===⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= . 

В свое время для решения этой задачи потребовался гений тако-
го величайшего математика, как Архимед (287–212 до н. э.), потому 
что интегрального исчисления тогда еще не было. 

Еще три примера на вычисление площади плоской области  
см. в разделе 1.9 (примеры 1.17, 1.19, 1.20). 

4. Рассмотрим один специальный прием вычисления площади, 
основанный на формуле Грина: 

 ∫∫∫ +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

Г

YdyXdxdxdy
y

X

x

Y

D

,  (7.13) 

где функции ),( yxXX =  и ),( yxYY =  и их частные производные 
y

X

∂
∂

 

и 
x

Y

∂
∂

 непрерывны в области D , а криволинейный интеграл берется 

по границе Г области D  в положительном направлении. (Напомним, 
что кружок на знаке интеграла в правой части равенства (7.13) озна-
чает замкнутость контура интегрирования). 

Как известно, двойной интеграл ∫∫
D

dxdyyxf ),(  при 1),( ≡yxf  

дает площадь области интегрирования. Значит, если в формуле (7.13) 

подобрать  функции X , Y  так, чтобы 1≡
∂
∂

−
∂
∂

y

X

x

Y
, то площадь облас-

ти можно будет записать в виде 

 ∫∫∫ +==
ГD

YdyXdxdxdyDS )( .  (7.14) 
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Рассмотрим две конкретные реализации этой идеи. 

1
°
. xY = ,  0=X . 

Тогда ∫=
Г

xdyDS )( . 

2
°
. 0=Y ,  yX −= . 

Тогда ∫−=
Г

ydxDS )( . 

Отсюда ∫ −=
Г

ydxxdyDS )(2  и  

 ∫ −=
Г

ydxxdyDS
2

1
)( .  (7.15) 

Примечание 7.3. Любую из полученных формул, естественно, можно ис-
пользовать для вычисления площадей, но из них наибольшей популярностью 

пользуется формула (7.15), хотя бы потому, что она симметрична. 

Пример 7.4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной петлей 

кривой axyyx =+ 3)(  )0( >a . 

Решение 
Однажды мы уже эту задачу решили с помощью обобщенных 

полярных координат (см. раздел 1.9, пример 1.19). 

Сейчас мы решим эту задачу, опираясь на формулу (7.15). Для 

этого нам потребуется задать кривую axyyx =+ 3)(  параметрически. 

Полагая txy = , получаем (см. пример 1.19). 
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Ну, а теперь за вычисления! 
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Итак, первый вычислительный блок завершен, и мы подошли  

к эвристическому моменту: в каких же пределах может изменяться 

параметр t ? Прежде всего напомним, что наша кривая симметрична 
относительно прямой xy = . Следовательно. Достаточно подсчитать 

площадь части ограниченной ей фигуры, которая заключена между 

лучами 0=y  и xy =  и результат удвоить. Для удобства скопируем 

рис. 1.37 с небольшим добавлением (рис. 7.8).  
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Рис. 7.8 

Поскольку ϕ== tg
x

y
t  (из AOPΔ ) и по ранее сказанному 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈ϕ
4

;0 , то границы для t  понятны: [ ]1;0∈t  (ибо 00tg = , 1
4

tg =
π

).  
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Таким образом, мы можем приступить к завершающему вычисли-

тельному этапу: 

 ∫∫ +
=

+
⋅=

1

0
6

2
2

1

0
6

22

)1()1(2
2)(

t

dtt
a

t

dtta
DS . 

Возникла небольшая техническая проблема: нам нужно вычис-
лить интеграл 
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Имея этот «шаблон», легко завершаем вычисления, используя 

формулу Ньютона-Лейбница: 
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7.3. Вычисление площадей поверхностей 

1. Пусть поверхность σ  задана уравнением ),( yxzz =  и D  – 

проекция σ  на плоскость yx0  (рис. 7.9). Площадь поверхности σ  

может быть вычислена по формуле  

 ∫∫∫∫ ′+′+=σ=σ
σ D

yx dSzzdS 221)( .  (7.16) 
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Рис. 7.9 

Пример 7.5. Вычислить площадь части поверхности конуса 
222 zxy += , расположенной в первом октанте и ограниченной плос-

костью 2=+ zx . 

Решение 
Поверхность 222 zxy +=  есть конус второго порядка, осью ко-

торого служит ось y0  (кстати, это даже поверхность вращения), а 
плоскость 2=+ zx  параллельна оси y0  (рис. 7.10). 
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Рис. 7.10 

Поскольку в нашем примере 22 zxy += , то конечно будем 

проектировать интересующую нас часть поверхности конуса на плос-
кость zx0 . Очевидно, ее проекцией является прямоугольный тре-
угольник AOB . Формула (7.16) для рассматриваемого случая пере-
пишется в виде: 



 179

 ∫∫ ′+′+=σ
D

zx dxdzyyS 221)( .  

Далее имеем: 

 
22 zx

x
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x
yy zx . 

(Нам повезло, не так ли?) 
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ВНИМАНИЕ – ЗАДАНИЕ 

Пример 7.6. Трехгранная призма, образующие которой парал-

лельны оси z0 , имеет своим основанием в плоскости yx0  треуголь-

ник с вершинами в точках )1,0(A , )0,1(B , )0,1(−C . Найти площадь 

части поверхности параболоида вращения 222 yxz += , вырезанный 

этой призмой. 

2. Площадь части цилиндрической поверхности, у которой на-
правляющей служит кривая γ , лежащая в плоскости yx0 , образую-

щие – параллельны оси z0 , а сверху эта поверхность срезана поверх-

ностью ),( yxfz =  (рис. 7.11), может быть вычислена по специальной 

формуле 

 ∫
γ

=σ dlyxfS ),()( .  (7.17) 
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Рис. 7.11 

Пример 7.7. Вычислить площадь цилиндрической поверхности 
222 Ryx =+ , заключенной между плоскостью yx0  и поверхностью 

xyRz =2 . 

Решение 
Мы уже сталкивались с прототипом поверхности xyRz =2   

в примере 2.3. из раздела 2.3: там мы имели дело с поверхностью 

xyz =  (см. рис. 2.6). Понятно, что наличие положительного парамет-
ра R2  на тип уравнения влияния не имеет: это опять гиперболический 

параболоид. По условию 0≥z . Значит, 0≥xy  и интересующая нас 
поверхность, лежит над первой и третьей четвертями плоскости yx0 . 

Отметим еще несколько очевидных фактов: 

1. Поверхность проходит через начало координат. 
2. σ∈⇒σ∈ ),,(),,( 000000 zxyzyx . Следовательно, поверхность 

симметрична относительно плоскости xy = . 

3. σ∈−−⇒σ∈ ),,(),,( 000000 zyxzyx . Следовательно, поверх-

ность симметрична относительно начала координат. 
Учитывая, что цилиндрическая поверхность 222 Ryx =+ , фигу-

рирующая в задаче, обладает бесконечным числом плоскостей сим-

метрии, проходящих через ось z0 , заключаем, что для вычисления 

той части ее площади, которая заключена между плоскостью 0=z   

и поверхностью 
R

xy
z

2
= , достаточно вычислить площадь, находящую-

ся над первой четвертью и результат удвоить. 
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В соответствии с формулой (7.17) будем иметь: 

 ∫∫
=+=+

==σ
222222

1

2
2)(

RyxRyx

xydl
R

dl
R

xy
S . 

Для дальнейшего удобно перейти к параметрическому заданию 

окружности 222 Ryx =+ , а именно: tRx cos= , tRy sin= . Тогда 

tRxt sin−=′ , tRyt cos=′  ⇒  222 Ryx tt =′+′  ⇒  =′+′= dtyxdl tt
22  

RdtdtR == 2 . 
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)(sinsinsincos

1
)(

22
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2
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22 Rt
RttdRRdttRtR

R
S ===⋅⋅=σ

π

∫∫
ππ

. 

3. Вычислим теперь площадь поверхности вращения. 

Пусть кривая γ , лежащая над осью x0  с уравнением )(xfy = , 

вращается вокруг этой оси. Требуется найти площадь получившейся 

поверхности вращения (рис. 7.12). Предположим, что кривая γ  про-

ектируется на отрезок ],[ ba  оси x0 . Введем в рассмотрение функцию 

площади: )()( xSxS σ=  – это площадь части нашей поверхности, за-
ключенной между плоскостями ax =  и xx = . Дадим теперь x  при-

ращение dxx =Δ . Тогда к площади )(xS  добавится площадь узкой 

полоски. Саму же полоску будем считать (с точностью до бесконечно 

малых высших порядков чем xΔ )  прямоугольником с высотой dl  

(напомним, что dl  – дифференциал длины дуги) и основанием 

)(2 xf⋅π  (мы здесь воспользовались формулой длины окружности, 

для которой )(xfR = ) (рис. 7.13). 

 

a x xbdxx +

γ dl
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Рис. 7.12 
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 )(xdS

)(2 xfπ

dl  

 

Рис. 7.13 

Итак, получили соотношение между дифференциалами интере-
сующих нас величин (т. е. простейшее дифференциальное уравнение): 
 dlxfxdS )(2)( π= .  (7.18) 

Чтобы найти всю площадь, остается просуммировать площади 

всех бесконечно малых полосок, т. е. проинтегрировать уравнение 
(7.18) по x  в пределах от a  до b . 

 ∫∫ π=
b

a

b

a

dlxfxdS )(2)( ,   

 ∫π=
b

a

b

a
dlxfxS )(2)( ,  

 dxxfxfaSbS
b

a

∫ ′+π=− )(1)(2)()( 2 . 

Но 0)( =aS , а )(bS  – площадь всей поверхности вращения. 

Окончательно получаем: 

 ∫ ′+π=
b

a

dxxfxfS )(1)(2 2 .  (7.19) 

Замечание 7.2 

Если кривая γ  задана параметрически уравнениями )(txx = , 

)(tyy =  )( 21 ttt ≤≤ , то нетрудно понять, что соответствующая фор-

мула выглядит так:  

 ∫∫ ′+′π=π=
2

1

22)(22

t

t

tt dtyxtyydlS .  (7.20) 
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ВНИМАНИЕ – ЗАДАНИЕ 

Вывести формулы (7.17) и (7.19) из формулы (7.16). 

Пример 7.8. Найти площадь части поверхности вращения (кате-
ноида) на участке от 0=x  до ax = , полученной в результате враще-

ния цепной линии ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +== −

a
x

a
x

ee
a

a

x
ay

2
ch  ( 0>a ) вокруг оси x0  

(рис. 7.14). 
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Рис. 7.14 

Решение 
Воспользуемся формулой (7.19): 
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Комментарий 
1. Производная xx sh)(ch =′  (и обратно).  

2. Основное тригонометрическое тождество в гиперболической 

тригонометрии выглядит так: 1shch 22 =− xx . 
3. Гиперболический синус определяется по формуле: 

2
sh

xx ee
x

−−
= . 

7.4. Вычисление объемов тел 

1. Общая формула для объема пространственной области T  (ку-
бируемого тела) имеет вид:  

 ∫∫∫ ⋅=
T

dVTV 1)( .  (7.21) 

В декартовых координатах она перепишется в виде: 

 ∫∫∫=
T

dxdydzTV )( .  (7.22) 

Если T  – цилиндрическое тело: 

 )},(0 ,),(:),,{( yxfzDyxzyxT ≤≤∈= ,  

где D  – область (квадрируемая) на плоскости ),( yx , а ),( yxf  – не-
прерывная в области D  функция (рис. 7.15), то, сводя тройной инте-
грал к повторному по первому из правил, придем к известной форму-
ле для объема цилиндроида: 

 ∫∫∫∫∫∫∫∫ ===
=

= D

yxfz

zDT

dSyxfdzdSdVTV ),()(

),(

0

.  (7.23) 

2. Рассмотрим еще один специальный случай формулы (7.21). 

Допустим, что нам известна площадь сечения zD  тела T  плос-
костью const=z , перпендикулярной оси z0 , причем ];[ dcz∈  (т. е. z  

пробегает некоторый отрезок ],[ dc  оси z0 ). Таким образом, 

)()( zSDS z =  есть известная функция аргумента z  (рис. 7.15). Вычис-
ляя тройной интеграл по второму правилу вычисления тройных инте-
гралов, получаем 

 ∫∫∫∫∫∫∫ ===
d

cD

d

cT

dzzSdSdzdVV

z

)( .  (7.24) 
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Эта формула называется формулой объема тела по известным 

площадям поперечных сечений. При выводе формулы (7.24) мы вос-
пользовались тем, что )(zSdS

zD

=∫∫ . 

Примечание 7.4. Мы уже сталкивались с этим подходом при вычислении 

объема эллипсоида (см. раздел 2.4, пример 2.6). 

Замечание 7.3 

Из формулы (7.24) вытекает замечательный принцип Кавальери 

(Б. Кавальери (1598–1647) – итальянский математик): 

Если два тела могут быть приведены в такое положение, при ко-

тором все сечения их плоскостями, перпендикулярными одной и той 

же оси (скажем, оси z0 ), имеют одинаковые площади, то эти тела 
имеют равные объемы. 

В самом деле, если площадь на высоте z  первого тела равна 
)(1 zS , а второго равна )(2 zS , то по условию )()( 21 zSzS = . А в силу 

формулы (7.24) 

 2211 )()( VdzzSdzzSV
d

c

d

c

=== ∫∫  (рис. 7.15). 
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Рис. 7.15 

3. Остановимся теперь на вычислении объема тела вращения  

и рассмотрим два случая: 

1
°
. Пусть тело образовано вращением около оси x0  криволиней-

ной трапеции aABb , ограниченной линиями ax = , bx = , )(xfy = , 

0=y  (рис. 7.16). 
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Рис. 7.16 

В этом случае площадь поперечного сечения нужно вычислять 

по формуле площади круга 2RS π= , причем радиус круга, отстоящего 

от плоскости ax =  на расстоянии x  (считаем, что x  фиксировано), 

равен, очевидно, )(xf . Поэтому )()( 22 xfyxS π=π=  и 

 ∫∫∫ π=π==
b

a

b

a

b

a

dxxfdxydxxSTV )()()( 22 .  (7.25) 

2
°
. Пусть тело образовано вращением около оси y0  той же кри-

волинейной трапеции, что и в 1
°
 (рис. 7.17). За элемент объема этого 

тела примем объем части тела, образованного вращением около оси 

y0  прямоугольника со сторонами )(xfy =  и dx , отстоящего от оси 

y0  на расстоянии x . Тогда 222 2)( ydxxydxyxydxxV π+π=π−+π=Δ . 

Значит, 

 ∫π=⇒π=
b

a

xydxVxydxdV 22 .  (7.26) 

 

0 
x dx

a b

A
B

)(xfy =

x

y 

 

Рис. 7.17 
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4. Переходя в равенстве (7.21) к новым переменным u , v , w  по 

формулам ),,( wvux ϕ= , ),,( wvuy ψ= , ),,( wvuz χ= , получим выра-
жение объема области T  в криволинейных координатах: 

 ∫∫∫=
T

dudvdw
wvuD

zyxD
TV

),,(

),,(
)( .  (7.27) 

Величину dxdydzdV = , представляющую собой объем прямо-

угольного параллелепипеда с ребрами dx , dy , dz , естественно счи-

тать элементом объема в прямоугольных координатах x , y , z , а ве-

личину dudvdw
wvuD

zyxD
dV

),,(

),,(
=  – элементом объема в криволинейных 

координатах u , v , w . Модуль якобиана 
),,(

),,(

wvuD

zyxD
 представляет со-

бой коэффициент растяжения объема в точке (u ,v , w ) при отображе-
нии области τ  пространства ),,( wvu  на область T  пространства 

),,( zyx . 

Пример 7.9. Трехгранная призма, образующие которой парал-

лельны оси z0 , имеет своим основанием в плоскости ),( yx  треуголь-

ник с вершинами )1,0(A , )0,1(B , )0,1(−C . Найти объем части этой 

призмы, заключенной между плоскостью 0=z  и параболоидом вра-
щения 22 yxz +=  (рис. 7.18).  

 

y

0 A
B

C 
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z 
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B C
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x 

xy −=1  1+= xy

1 Δ 

 

Рис. 7.18 
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Решение 
Поскольку нам необходимо подсчитать объем цилиндрического 

тела (рис. 7.18), то мы можем сразу воспользоваться формулой (7.23): 

∫∫∫∫ +==
DD

dxdyyxdSyxfTV )(),()( 22 , где D  – треугольник ABC , яв-

ляющийся основанием призмы. Если воспользоваться уравнением 

прямой, проходящей через две заданные точки ),( 111 yxM  и 

),( 222 yxM , т. е. формулой 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−
−

=
−
−

, то мы получим для пря-

мой AB : xy −=1 , а для прямой AC : 1+= xy . Учитывая симметрию 

нашего цилиндра относительно плоскости zy0 , приступим к вычис-
лениям: 

 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=+=+=

−=

=

−=

=Δ
∫∫∫∫∫

xy

y

xy

y

y
yxdxdyyxdxdxdyyxTV

1

0

3
2

1

0

1

0

22
1

0

22

3
2)(2)(2)(  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+−= ∫∫

1

0

3
32

3
2

1

0
3

)1(
2

3

)1(
)1(2 dx

x
xx

x
xxdx  

 
3

1

6

1
2

12

1

12

1
2

12

1
0

4

1

3

1
2

12

)1(

43
2

1

0

443

=⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−−=

xxx
. 

Пример 7.10. Найти объем тела, образованного вращением во-

круг оси y0  той части параболы axy 42 = , которая отсекается прямой 

ax = . 

Решение 
Как известно из аналитической геометрии каноническое уравне-

ние параболы имеет вид pxy 22 = . В нашем случае apap 242 =⇒= . 

Парабола проходит через начало координат и симметрична относи-

тельно y0  (ибо в ее уравнение переменная y  входит в четной степе-
ни) (рис. 7.19). 

Воспользуемся формулой (7.26): ∫π=
b

a

xydxV 2 .  
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–2a
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x

 

Рис. 7.19 

Учитывая симметрию, получаем  

 =⋅⋅π=π=⋅⋅⋅π= ∫∫
aaa

xadxxadxxaxV
000

2
5

2
3

5

2
88222  

 
3

5

16

5

16
2
5

2
1

aaa
π

=⋅π= . 

ГЛАВА 8. ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
КРАТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

8.1. Физические приложения  
двойных интегралов 

Для того, чтобы получить формулы, отражающие физические 

приложения двойных интегралов, воспользуемся подходом бесконеч-

но малых величин. Для этого, например, выделим бесконечно малую 

часть dS  плоской области S  и будем предполагать, что масса выде-
ленного элемента dS  сосредоточена в одной точке или, что плотность 

),( yxρ=ρ  в пределах этого элемента постоянна. Тем самым для мас-
сы dm  элемента dS  будем иметь приближенное выражение вида 
 dxdyyxdSdm ),(ρ=ρ= , 

которое верно до бесконечно малой порядка, высшего чем dS . Тогда 
точное значение  массы m  выразится двойным интегралом 
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 ∫∫∫∫ ρ=ρ=
SS

dxdyyxdSm ),( .  (8.1) 

Используя этот подход, теперь легко получить элементарные 
статические моменты и моменты инерции плоской области относи-

тельно координатных осей и начала координат: 
 dSydM x ρ= , dSxdM y ρ= , 

 dSydI x ρ= 2 , dSxdI y ρ= 2 , dSyxdI ρ+= )( 22
0 . 

Отсюда для самих моментов сразу получаем 

 ∫∫ ρ=
S

x dSyM , ∫∫ ρ=
S

y dSxM ,   (8.2) 

∫∫ ρ=
S

x dSyI 2 , ∫∫ ρ=
S

y dSxI 2 , ∫∫ ρ+=+=
S

yx dSyxIII )( 22
0 . 

Теперь обычным образом получаются координаты центра тяже-
сти плоской области: 

 
m

M
x

y

c = ,   
m

M
y x

c = .  (8.3) 

Пример 8.1. Определить массу круглой пластинки радиуса R , 

если поверхностная плотность ),( yxρ  материала пластинки в каждой 

точке );( yxM  пропорциональна расстоянию точки );( yxM  от центра 
круга, т. е.  

 22),( yxkyx +=ρ . 

Решение 
По формуле (8.1) находим: 

 ∫∫ +=
S

dxdyyxkm 22 ,  

где область S  есть круг 222 Ryx ≤+ . 

Для вычисления двойного интеграла перейдем к полярным ко-

ординатам );( ϕρ  по формулам ϕρ= cosx , ϕρ= siny . В этом случае 
область }|);{( 222 RyxyxS ≤+=  будет образом области |);{( ϕρ=′S  
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,0 R≤ρ≤  }20 π≤ϕ≤ , а якобиан отображения SS →′  равен ρ . Тогда 
получим: 

 3

 

0 

32

0
0

2
2

0
3

2

3
 kRkddkddkm

RR

S

π=
ρ

ϕ=ρρϕ=ϕρρρ=
ππ

′
∫∫∫∫ . 

Ответ: 
3

3

2
kRπ . 

Пример 8.2. Вычислить координаты центра масс и моменты 

инерции относительно координатных осей и начала координат пла-
стинки S , ограниченной линиями 21 yx −= , 0=x , 0=y , если по-

верхностная плотность ),( yxρ  в каждой ее точке равна xy  (рис. 8.1). 

 

1 x

y

21 yx −=

0

1

 

Рис. 8.1 

Решение 
Массу пластинки вычислим по формуле (8.1): 
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∫∫∫∫∫
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t
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Статические моменты и моменты инерции будем находить по 

формулам (8.2): 

 =−==== ∫∫∫∫∫∫
−−
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240

11

865

65

40

1

48

1
0 =

⋅⋅
+

=+=+= yx III . 

Теперь, используя формулы (8.3), найдем координаты центра 
масс пластинки: 

 
2

1

124

121
=

⋅
⋅

==
m

M
x

y

c ,  
35

16

1105

124
=

⋅
⋅

==
m

M
y x

c . 

Ответ: 
2

1
=cx , 

35

16
=cy ; 

48

1
=xI , 

40

1
=yI , 

240

11
0 =I . 

Замечание 8.1 

В отдельных простых случаях двойные интегралы могут быть ис-
пользованы для вычисления физических величин по отношению к те-
лам, имеющим цилиндрическую форму, причем пространственная 
плотность распределения масс должна зависеть только лишь от x  и y . 

Однако при вычислении физических величин для пространственных тел 

в общем случае необходимо пользоваться тройным интегралом. 

8.2. Физические приложения  
тройных интегралов 

Вполне естественно, что все физические величины, связанные  
с распределением масс в пределах некоторого тела V  в пространстве, 
в общем случае выражаются тройными интегралами по пространст-
венной области V . Здесь также удобно воспользоваться принципом 

суммирования бесконечно малых величин. 

Пусть ),,( zyxρ=ρ  – плотность распределения масс в произ-
вольной точке );;( zyxM  тела V . Тогда бесконечно малая область 

dxdydzdV =  будет  иметь массу dxdydzzyxdVdm ),,(ρ=ρ= , а, следо-

вательно, для величины всей массы m  тела V  будем иметь 

 ∫∫∫∫∫∫ ρ=ρ=
VV

dxdydzzyxdVm ),,( .  (8.4) 

Далее, исходя из элементарных статических моментов 

 dVxxdmdM yz ρ== , dVyydmdM zx ρ== , dVzzdmdM xy ρ== , 

получаем формулы для самих статических моментов: 

                     ∫∫∫ ρ=
V

yz dVxM , ∫∫∫ ρ=
V

zx dVyM , ∫∫∫ ρ=
V

xy dVzM ,  (8.5) 
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а, следовательно, и координаты центра тяжести: 

 
m

M
x

yz

c = ,   
m

M
y zx

c = ,   
m

M
z

xy

c = .  (8.6) 

Таким же образом получаются формулы для моментов инерции 
относительно координатных плоскостей: 

                     ∫∫∫ ρ=
V

yz dVxI 2 , ∫∫∫ ρ=
V

zx dVyI 2 , ∫∫∫ ρ=
V

xy dVzI 2   (8.7) 

и относительно осей координат: 

 ∫∫∫ +=ρ+=
V

xyxzx IIdVzyI )( 22 , ∫∫∫ +=ρ+=
V

yzxyy IIdVxzI )( 22 , 

 ∫∫∫ +=ρ+=
V

xzyzz IIdVyxI )( 22 . (8.8) 

Рассмотрим еще одно физическое применение тройных инте-
гралов. Пусть массы с заданной в каждой точке );;( zyxM  тела V  

пространственной плотностью ),,( zyxρ=ρ  оказывают притяжение на 
точку );;( 0000 zyxM  массы 0m  по закону всемирного тяготения (зако-

ну Ньютона: 3
0 / rrmfm
r

). Тогда сила притяжения );;( ZYXF =
r

 со сто-

роны элемента dV  тела с массой dVdm ρ= , сосредоточенного в точ-

ке );;( zyxM , имеет на координатные оси проекции 

 dV
r

xx
fmdX ρ

−
=

3
0

0 , dV
r

yy
fmdY ρ

−
=

3
0

0 , dV
r

zz
fmdZ ρ

−
=

3
0

0 , 

где f  – гравитационная постоянная, а 

 2
0

2
0

2
00 )()()( || zzyyxxMMr −+−+−==   (8.9) 

есть расстояние элемента dV  тела массы dm , сосредоточенного в 

точке );;( zyxM , от точки );;( 0000 zyxM . Суммируя эти выражения по 

всему телу V , для проекций полной силы )( 0MF
r

 притяжения на ко-

ординатные оси получим 

 ∫∫∫ ρ
−

=
V

dV
r

xx
fmX

3
0

0 , ∫∫∫ ρ
−

=
V

dV
r

yy
fmY

3
0

0 ,  

 ∫∫∫ ρ
−

=
V

dV
r

zz
fmZ

3
0

0 .  (8.10) 
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Подобным образом определяется и потенциал тела V  в точке 
);;( 0000 zyxM : 

 ∫∫∫ρ=
V

r

dV
fmzyxu 0000 ),,( .  (8.11) 

Заметим, что если точка );;( 0000 zyxM  лежит вне тела V , то все 
интегралы в формулах (8.10) и (8.11) оказываются собственными. В 

этом случае можно дифференцировать интеграл в (8.11) по любой из 
переменных 0x , 0y , 0z  под знаком интеграла. В результате получим 

соотношение, связывающее силу  F
r

 с градиентом потенциала (фор-

мула (5.6)), или в скалярной форме 

 
0x

u
X

∂
∂

= ,   
0y

u
Y

∂
∂

= ,   
0z

u
Z

∂
∂

= .  (8.12) 

Более того, формулы (8.12) остаются справедливыми и в том 

случае, когда точка );;( 0000 zyxM  принадлежит телу V . Очевидно 

также, что из определения (8.11) следует, что формулы (8.12) совпа-
дают с выражениями (8.10). 

Пример 8.3. Определить положение центра тяжести шара 
}2|);;{( 222 azzyxzyxV ≤++= , если плотность в точках шара обрат-

но пропорциональна расстоянию этих точек от начала координат: 
222/),,( zyxkzyx ++=ρ . 

Решение 
По формуле (8.4) масса 

 ∫∫∫
++

=
V zyx

dxdydz
km

222
. 

В тройном интеграле по области V  перейдем к сферическим ко-

ординатам );;( θϕr  по формулам θϕ= sincosrx , θϕ= sinsinry , 

θ= cosrz . В этом случае область V  является образом  

области V ′ : θ≤θ+θϕ+θϕ cos2cossinsinsincos 22222222 arrrr  или 

θ≤≤ cos20 ar , 0cos ≥θ , откуда ,cos20|);;{( θ≤≤θϕ=′ arrV  

,20 π≤ϕ≤ }2/0  π≤θ≤ , а якобиан отображения VV →′  равен 

θsin2r . Тогда масса m  выразится через тройной интеграл по области 

V ′ , который легко вычисляется через повторный: 
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 ×θθϕ=θθϕ=
θϕθ

= ∫∫∫∫∫∫∫
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Для нахождения координат центра тяжести искомого тела вы-

числим статические моменты по формулам (8.5), переходя в них  

к сферическим координатам. Тогда получим: 
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Наконец, используя формулы (8.6), находим координаты центра 
тяжести: 

 0== cc yx , a
ka

ka
zc 5

4

415

316
2

3

=
π⋅

⋅π
= . 

Ответ: 0== cc yx , azc
5

4
= . 

Пример 8.4. Вычислить моменты инерции прямого кругового 

цилиндра высоты H2  и радиуса R  относительно осей симметрии, 

считая плотность постоянной и равной 0ρ . 

Решение 
Выберем систему координат так, чтобы ось z0  была направлена 

вдоль оси цилиндра, а начало координат поместим в его центре сим-

метрии (рис. 8.2). Тогда задача сведется к вычислению моментов 

инерции цилиндра относительно осей x0 , y0 , z0  по формулам (8.8): 

 ∫∫∫ +ρ=
V

x dxdydzzyI )( 22
0 , 

 ∫∫∫ +ρ=
V

y dxdydzxzI )( 22
0 ,  

 ∫∫∫ +ρ=
V

z dxdydzyxI )( 22
0 . 

 

Н

Н
y

R

z

x 

 

Рис. 8.2 
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В выбранной системе координат область V  задается неравенст-
вами } ,|);;{( 222 HzHRyxzyxV ≤≤−≤+= . В тройных интегралах по 

области V  перейдем к цилиндрическим координатам );;( zϕρ  по фор-

мулам ϕρ= cosx , ϕρ= siny , zz = . В этом случае якобиан отобра-
жения  VV →′ равен ρ , а область V  будет иметь прообразом область 
V ′ : 22222 sincos R≤ϕρ+ϕρ , HzH ≤≤−  или  22 R≤ρ ,  HzH ≤≤− ,  

откуда  RzV ≤ρ≤ϕρ=′ 0|);;{( , π≤ϕ≤ 20 , }HzH ≤≤− . Тогда ис-
комые моменты инерции выразятся через тройные интегралы по об-

ласти V ′ , которые легко вычисляются через повторные: 

 =ρ+ϕρρϕρ=ϕρρ+ϕρρ= ∫∫∫∫∫∫
−

π

′

H

H

R

V

x zdzdddzddzI )sin()sin( 223

0

2

0

0
222

0   

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ+ϕρρϕρ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ+ϕρρϕρ= ∫∫∫∫

ππ R
H

R
H

Hdd
z

zdd
0

3
23

2

0

0

 

0 0

3
23

2

0

0
3

sin2 
3

 sin2  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ϕϕρ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ρ
+ϕ

ρ
ϕρ= ∫∫

ππ 2

0

23
2

4

0

 

0 

23
2

42

0

0
6

sin
4

2 
23

sin
4

2
RHHR

d
H

Hd

R

  

 +⎢
⎣

⎡ ϕ
−ϕρ=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ϕ−ϕρ= ∫

π

)
2

2sin
(

8
2

6
)2cos1(

8
2

4

0

2

0

234

0

HRRHHR
d  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρπ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π⋅+π⋅ρ=⎥

⎦

⎤
ϕ+

π
2

2

0
2

234

0

2

0

23

3

2

2
2

6
2

8
2 

6
H

R
HR

RHHRRH
; 

 =ϕρ+ρρϕρ=ϕρρϕρ+ρ= ∫∫∫∫∫∫
−

π

′

H

H

R

V

y zdzdddzddzI )cos()cos( 232

0

2

0

0
222

0  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅ϕρ+ρρϕρ= ∫∫

π H
R

z
z

dd

 

0 0

23
32

0

0  cos
3

2  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕρ+ρρϕρ= ∫∫

π R

H
H

dd
0

23
32

0

0 cos
3

2  
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 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ+ϕρ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

ρ
+

ρ
ϕρ= ∫∫

ππ 2

0

2
423

0

 

0 

2
4232

0

0 cos
46

2 cos
423

2
HRRH

dH
H

d

R

 

 ⎢
⎣

⎡
⎜
⎝
⎛ +ϕ+ϕρ=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϕ++ϕρ= ∫

π

86
2)2cos1(

86
2

423

0

2

0

423

0

HRRHHRRH
d  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρπ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π⋅+π⋅ρ=⎥⎦

⎤
⎟
⎠
⎞ϕ+

π
2

2

0
2

423

0

2

0
3

2

2
2

8
2

6
2 

2

2sin
H

R
HR

HRRH
; 

 =
ρ

ϕρ=ρρϕρ=ϕρρρρ=
π

−

π

′
∫∫∫∫∫∫

H
RH

H

R

V

z zdzdddzddI
0

 

0 

42

0
0

0

3
2

0

0
2

0   
4

 2  

 0
4

4

0
4

22 ρπ=⋅π⋅ρ= HRH
R

. 

Ответ: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρπ== 2

2

0
2

3

2

2
H

R
HRII yx , 0

4ρπ= HRI z . 

Пример 8.5. Найти притяжение центра основания прямого кру-

гового цилиндра высоты h  и радиуса R  всей его массой, считая плот-
ность постоянной и равной 0ρ . 

Решение 
Компоненты силы притяжения будем вычислять по формулам 

(8.10), в которых плотность 0ρ=ρ , 10 =m , а 0000 === zyx , т. е. 

 ∫∫∫ρ=
V

r

xdV
fX

30 , ∫∫∫ρ=
V

r

ydV
fY

30 ,  

 ∫∫∫ρ=
V

r

zdV
fZ

30 . 

В выбранной системе координат область V  (рис. 8.3) задается 

неравенствами 

 V }0 ,|);;{( 222 hzRyxzyx ≤≤≤+= . 
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y

z

x

h
r

R

M(x;y;z)

M(0;0;0)

0

 

Рис. 8.3 

В тройных интегралах по области V  перейдем к цилиндриче-
ским координатам );;( zϕρ , как это делалось в примере 8.4. В этом 

случае область V  будет образом области |);;{( zV ϕρ=′  R≤ρ≤0 , 

π≤ϕ≤ 20 , }0 hz ≤≤ . Тогда искомые компоненты силы притяжения 

выразятся через тройные интегралы по области V ′ , которые легко вы-

числяются через повторные: 

 =
+ρ

ρρϕϕρ=
+ρ

ϕρϕρρ
ρ= ∫∫∫∫∫∫

π

′

hR

V
z

dz
ddf

z

dzdd
fX

0
2/322

0

2
2

0

02/3220
)(

cos
)(

cos
 

 0
)(

 sin
0

2/322
0

2
2

0
0 =

+ρ
ρρϕρ= ∫∫

π hR

z

dz
df ; 

 =
+ρ

ρρϕϕρ=
+ρ

ϕρϕρρ
ρ= ∫∫∫∫∫∫

π

′

hR

V
z

dz
ddf

z

dzdd
fY

0
2/322

0

2
2

0

02/3220
)(

sin
)(

sin
 

 0
)(

 cos
0

2/322
0

2
2

0
0 =

+ρ
ρρϕρ−= ∫∫

π hR

z

dz
df ; 
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 =
+ρ

ρρϕρ=
+ρ

ϕρρ
ρ= ∫∫∫∫∫∫

π

′

hR

V z

dzz
ddf

z

dzddz
fZ

0
2/322

0

2

0

02/3220
)()(

 

 =
+ρ
−

⋅ρρρπ=
+ρ
+ρ

ρρϕρ= ∫∫∫
π

hRhR

z
df

z

zd
df

 

0 

2/122
0

0

0
2/322

22

0

2

0
0  

)(

2

2

1
2

)(

)(

2

1
  

 =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+ρ

+ρ
−ρρπ=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+ρ
−

ρ
ρρρπ= ∫∫∫

RRR

h

hd
df

h
df

0
22

22

0

022
0

0

)(

2

1
2

11
2  

 ( ) ( )hhRRfhf
R

++−ρπ=+ρ−ρρπ= 22
0

 

0 

22
0 2 2 . 

Ответ: 0== YX , ( )22
02 hRhRfZ +−+ρπ= . 

Пример 8.6. Найти притяжение вершины прямого кругового 

конуса высоты h  и радиуса основания R  всей его массой, считая 

плотность постоянной и равной 0ρ . 

Решение 
В выбранной системе координат область V  (рис. 8.4) задается 

неравенствами  

 }|);;{( 22 hzyx
R

h
zyxV ≤≤+= .  

 

y

x

z

R

lh

r

0

M(x;y;z)

M(0;0;0)

 

Рис. 8.4 
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Поступая как и в примере 8.5, в формулах (8.10), в которых 

0ρ=ρ , 10 =m , 0000 === zyx , перейдем к цилиндрическим коорди-

натам );;( zϕρ . В этом случае область V  будет образом области 

RzV ≤ρ≤ϕρ=′ 0|);;{( , π≤ϕ≤ 20 , }hz
R

h
≤≤ρ . Тогда искомые ком-

поненты силы притяжения выразятся через тройные интегралы по об-

ласти V ′ , которые легко вычисляются через повторные интегралы: 

 =
+ρ

ρρϕϕρ=
+ρ

ϕρϕρρ
ρ= ∫∫∫∫∫∫

ρ

π

′

h

R

h

R

V
z

dz
ddf

z

dzdd
fX

2/322
0

2
2

0

02/3220
)(

cos
)(

cos
 

 0
)(

 sin
2/322

0

2
2

0
0 =

+ρ
ρρϕρ= ∫∫

ρ

π h

R

h

R

z

dz
df ; 

 =
+ρ

ρρϕϕρ=
+ρ

ϕρϕρρ
ρ= ∫∫∫∫∫∫

ρ

π

′

h

R

h

R

V
z

dz
ddf

z

dzdd
fY

2/322
0

2
2

0

02/3220
)(

sin
)(

sin
 

 0
)(

 cos
2/322

0

2
2

0
0 =

+ρ
ρρϕρ−= ∫∫

ρ

π h

R

h

R

z

dz
df ; 

 =
+ρ

ρρϕρ=
+ρ

ϕρρ
ρ= ∫∫∫∫∫∫

ρ

π

′

h

R

h

R

V
z

dzz
ddf

z

dzddz
fZ

2/322
0

2

0

02/3220
)()(

 

 =
+ρ
−

⋅ρρρπ=
+ρ
+ρ

ρρϕρ=
ρρ

π

∫∫∫
h

R

h

Rh

R

h

R

z
df

z

zd
df
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⎢
⎣
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⎟
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⎜
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⎛
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−
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ρρρπ= ∫∫
RR

d
hR

R
f

h

R

h
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 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ−ρ

+
ρπ=

⎥
⎥
⎦

⎤

+ρ

+ρ
− ∫

R
R

h
hR

R
f

h

hd
 

0 

22

220

0
22

22

 2
)(

2

1
 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
ρπ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

+
ρπ= hl

l

hl
fhhR

hR

R
f

22

0
22

22

2

0 22  

 ( ) ( )hl
l

h
fhllhl

l

f
−ρπ=+−−

ρπ
= 0

2220 2
2

. 

Здесь мы учли, что 222 Rhl += . 

Ответ: 0== YX , ( )hl
l

h
fZ −ρπ= 02 . 

8.3. Физические приложения криволинейных 
интегралов 

1. Согласно замечанию 3.2, криволинейные интегралы первого 

рода могут быть использованы для вычисления массы кривой AB  по 

заданной вдоль нее линейной плотности ),,( zyxρ . 

Пример 8.7. Найти массу участка цепной линии 
a

x
ay ch=  меж-

ду точками );0( aA  и )1ch;( aaB , если линейная плотность кривой  

в каждой ее точке обратно пропорциональна ординате точки. 

Решение 

Поскольку в нашем случае 
a

x
akykyx ch//),( ==ρ , 

a

x
y sh=′ , 

то по формуле (3.10) имеем: 

 kx
a

k
dx

a

x
a

x

a

k
dx

a

x

a

x
a

k
dlyxm

aaa

AB

===+=ρ= ∫∫∫
 

0 00

2  

ch

ch

 sh1

ch

),( . 

Ответ: km = . 

2. К криволинейным интегралам первого рода приводят и зада-
чи, связанные с вычислением статических моментов плоской кривой 

относительно осей координат, а также координат ее центра тяжести. 

Если использовать подход бесконечно малых величин, изложенный  

в разделе 8.1, то результаты запишутся в следующем виде: 
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 ∫ ρ=
AB

x dlyM , ∫ ρ=
AB

y dlxM , 
m

M
x

y

c = , 
m

M
y x

c = .  (8.13) 

Пример 8.8. Найти координаты центра тяжести участка параболы 

2/2xy =  между точками )0;0(A  и )2/3;3(B , если линейная плотность 
кривой в каждой ее точке пропорциональна абсциссе точки. 

Решение 
В нашем случае kxyx =ρ ),( , xy =′ . Тогда по формулам (3.10) и 

(8.13) имеем: 

 ======+==+= ∫ }2:3 ,1:0 ; ,1{1 22
3

0

2 txtxxdxtdtxtdxxkxm  
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ktdttk
3

7
)18(

3
 

3

2 

1 

32

1

=−==⋅= ∫ ; 

 =⋅−=+==+⋅= ∫∫
2

1

222
3

0

2
2

)1(
2

}д. т.и  1{1
2

tdttt
k

xtdxxkx
x

M x  
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⎠
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⎜
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⎞
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1
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15

3593

2
=

⋅
=

−
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 :0 ;ch ,sh{11
3

0

22
3

0

2 =ϕϕ=ϕ==+=+= ∫∫ xddxxdxxxkdxxxkxM y  

 =ϕϕϕ+ϕ===== ∫
3arsh

0

22 chsh1sh}3arsh  :3  ,00arsh dktxt  

 =ϕϕ=ϕϕ=ϕ+=ϕϕϕ= ∫ }chsh22sh а  ,chsh1 к.т.{chsh 22
3arsh

0

22 dk  
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 =−α=α=ϕ−ϕ=ϕϕ= ∫∫ )}12(ch
2

1
sh к.т.{)14(ch

8
)2(sh

4
2

3arsh

0

3arsh

0

2 d
k

d
k

 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−

ϕ
= 3arsh

4

)3arsh4sh(
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4

4sh

8

3arsh 

0 

kk
 

 ( )3arsh4)3arsh4sh(
32

−=
k

. 

Отсюда находим: 

 
( )

224

)3arsh4)3arsh4(sh(3

732

33arsh4)3arsh4sh( −
=

⋅
⋅−

==
k

k

m

M
x

y

c , 

 
35

29

715

329
=

⋅
⋅

==
k

k

m

M
y x

c . 

Ответ: 
224

)3arsh4)3arsh4(sh(3 −
=cx , 

35

29
=cy . 

3. Отметим еще одно применение криволинейного интеграла 
первого рода при нахождении силы притяжения, действующей на ма-
териальную точку массы 0m  со стороны материальной кривой по за-
кону Ньютона 3

0 / rrmfm
r

, где f  – гравитационная постоянная. Для на-
хождения компонент X , Y , Z  силы притяжения воспользуемся вновь 
подходом бесконечно малых величин, изложенным в разделе 8.1.  

При этом будем считать, что притягивающая масса распределена не-
прерывным образом по кривой AB  с линейной плотностью ),,( zyxρ . 

Тогда для элементарных компонентов силы притяжения элементом 

dl  кривой материальной точки );;( 0000 zyxM  массы 0m  будем иметь: 

 dl
r

xxzyx
fmzyxdX

3
0

0000

))(,,(
),,(

−ρ
= ,  

 dl
r

yyzyx
fmzyxdY

3
0

0000

))(,,(
),,(

−ρ
= , 

 dl
r

zzzyx
fmzyxdZ

3
0

0000

))(,,(
),,(

−ρ
= ,  
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где r , как обычно, означает длину вектора MMr 0=
r

, идущего из точ-

ки );;( 0000 zyxM , в которой сосредоточенна масса 0m , в точку 

);;( zyxM  на кривой AB  (формула (8.9)). Отсюда для самих компо-

нент силы притяжения сразу получаем 

 ∫
−ρ

=
AB

dl
r

xxzyx
fmzyxX

3
0

0000

))(,,(
),,( ,  

 ∫
−ρ

=
AB

dl
r

yyzyx
fmzyxY

3
0

0000

))(,,(
),,( ,  (8.14) 

 ∫
−ρ

=
AB

dl
r

zzzyx
fmzyxZ

3
0

0000

))(,,(
),,( . 

Пример 8.9. Найти притяжение, которое оказывает бесконечная 

однородная прямая на точку массы  0m , лежащую на расстоянии h  от 
нее, если линейная плотность прямой в каждой ее точке постоянна и 

равна 0ρ . 

Решение 
Искомое притяжение будем рассматривать как предел притяже-

ния, которое оказывает конечный отрезок данной прямой, когда его 

концы устремляются к минус и плюс бесконечности. Пусть искомая 

прямая совпадает с осью x0 , а ось y0  проходит через точку 0M  мас-
сы 0m . В этом случае 000 == zx , hy =0 , 0== zy , dxdl = ,  

а 22 hxr +=  (рис. 8.5).  

 y 

x x0 

h 
r

)0;0;(xM

)0;;0(0 hM

 

Рис. 8.5 
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Тогда по формулам (8.14) находим:  

0=Z ; 0
)( 2/32200 =
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+ρ=

∞

−

∞ −

∫
0

2/1

2

2

00

0
2

2
2/3

2

2

00
2/1

1

11
1 x

h

h

m
f

x

h
d

x

h

h
fm  

h

fm

h

fm 0000 2
)01(

2 ρ
−=−

ρ
−= . 

Ответ: 0== ZX , hfmY /2 00ρ−= . 

Пример 8.10. Найти притяжение, которое оказывает полуок-

ружность радиуса R  на точку массы 0m , помещенную в ее центре, ес-
ли линейная плотность в каждой точке полуокружности постоянна  
и равна 0ρ . 

 

x-R 0

ϕ l

)0;;( yxM

R

y

)0;0;0(0M
 

Рис. 8.6 

Решение 
Поместим начало координат в центр полуокружности, а ось абс-

цисс проведем через ее концы (рис. 8.6). В этом случае 
0000 === zyx , 0=z , Rr = , ϕ= cosRx , ϕ= sinRy , ϕ= Rddl . Тогда 

формулы (8.14) дают: 

 0=Z ; 0 sin
cos

0

00

0
300 =ϕ

ρ
=ϕ

ϕ
ρ=

ππ

∫ R

fm
d

R

RR
fmX ;  
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R

fm

R

fm
d

R

RR
fmY 00

0

00

0
300

2
 cos

sin ρ
=ϕ

ρ
−=ϕ

ϕ
ρ=

ππ

∫ . 

Ответ: 0== ZX , RfmY /2 00ρ= . 

Пример 8.11. Найти притяжение, которое оказывает дуга аст-
роиды tax 3cos= , tay 3sin= , лежащая в первом квадранте, на точку 

0M  массы 0m , расположенную в начале координат, если линейная 

плотность в каждой точке кривой равна кубу расстояния этой точки 

от начала координат. 

 y

xx a

a

0

)0;;( yxM

t
r

y

 

Рис. 8.7 

Решение 
По условию плотность 3r=ρ , 0000 === zyx , 0=z  (рис. 8.7). 

Поэтому по формулам (8.14) имеем:  

 0=Z ,   ∫∫ ==
ABAB

xdlfmxdl
r

r
fmX 03

3

0 ,  

.03

3

0 ∫∫ ==
ABAB

ydlfmydl
r

r
fmY  

Далее находим: 

 =+−=+= dtttattadydxdl 222222 )cossin3()sincos3()()(  

 tdttadttttta sincos3sincos|sincos|3 22 =+= , 2/0 π≤≤ t . 
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Тогда получим: 

 =−== ∫∫
ππ 2/

0

42
0

2/

0

3
0 )(coscos3sincos3cos ttdafmtdttatafmX  

 2
0

2/

0

5
2

0
5

3
 

5

cos
3 afm

t
afm =−=

π

,  

 === ∫∫
ππ 2/

0

42
0

2/

0

3
0 )(sinsin3sincos3sin ttdafmtdttatafmY  

 2
0

2/

0

5
2

0
5

3
 

5

sin
3 afm

t
afm ==

π

. 

Ответ: 2
0

5

3
afmYX == , 0=Z . 

4. Как было отмечено в замечании 3.6, криволинейные интегралы 
второго рода применяются для вычисления работы силового поля – фор-
мула (3.15). Эта формула также удобна и для исследования ряда важных, 
связанных с нею, вопросов: о зависимости произведенной работы от фор-
мы траектории, соединяющей две данные точки, и об условиях равенства 
нулю работы по замкнутой траектории (см. замечание 5.6). 

Пример 8.12. Найти работу поля ньютоновского притяжения, 
создаваемого массой m , по перемещению материальной точки массы 

10 =m  из точки );;( AAA zyxA  в точку );;( BBB zyxB . 

Решение 
Если массу m  поместить  в начале координат O , а массу 10 =m  – 

в точку M , то точка M  будет притягиваться к центру O  с силой  
(см. пример 5.1) 

 r
r

m
F

rr
3

−= , 

где );;( zyxOMr ==
r

, 222 || zyxrr ++==
r

. 

Легко проверить, что ньютоновское поле является потенциаль-

ным (см. замечание 5.3), поскольку 0rot =F
r

. Значит, существует по-
тенциал поля )(ru , который дается выражением (см. пример 5.1): 

 
r

m
ru =)( . 
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Тем самым работа ньютоновского поля, создаваемого массой m , 

по перемещению материальной точки массы 10 =m  из точки A  в точ-

ку B  не зависит от формы кривой, соединяющей эти точки, а опреде-
ляется приращением потенциала этого поля, т. е. 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −===⋅= ∫

AB

B

A

B

A
AB

rr
m

r

m
rurdFA

11
  )(

 

 

rr
, 

где 222
AAAA zyxr ++= , 222

BBBB zyxr ++= . 

Ответ: А ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

AB rr
m

11
. 

Пример 8.13. Показать, что приращение кинетической энергии 

при переходе из одной точки в другую равно работе силы, действую-

щей на массу m  (теорема живых сил). 

Решение 
Умножим скалярно основное уравнение динамики материальной 

точки массы m  

 F
dt

vd
m

rr
=  

на выражение rddtv
rr

= , следующее из определения скорости v
r

 

 rdFvdvm
rrrr ⋅= , 

откуда следует 

 rdFvd
m rr

⋅=)(
2

2 . 

Проинтегрируем последнее выражение вдоль траектории дви-

жения, соединяющей точки A  и B : 

 ∫∫ ⋅=
ABAB

rdFvd
m rr

)(
2

2  

или 

 ∫ ⋅=−
ABAB

rdFv
m

v
m rr

22

22
. 

Это и есть теорема живых сил. 
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8.4. Физические приложения поверхностных  
интегралов 

1. Из замечания 4.2 следует, что с помощью поверхностных ин-

тегралов первого рода можно определять массы поверхностей, вдоль 

которых распределены массы с определенной в каждой точке поверх-

ностной плотностью ),,( zyxρ . 

Пример 8.14. Найти массу поверхности сферы σ : 

}{ 2222 Rzyx =++ , если ее поверхностная плотность =ρ ),,( zyx  

22 yx += . 

Решение 
Масса m  искомой поверхности дается выражением 

 ∫∫∫∫
σσ

σ+=σρ= dyxdzyxm 22),,( . 

Для ее вычисления перейдем к сферическим координатам 

);;( θϕr , полагая 

 θϕ= sincosrx , θϕ= sinsinry , θ= cosrz . 

Поскольку на поверхности сферы σ  Rr = , то, используя фор-

мулы (4.8), (4.9) и считая ϕ=u , θ=v , находим: 

 −θϕ−=
θ−θϕθϕ

θϕθϕ−= )sincos(

sincossincoscos

0sincossinsin 22Ri

RRR

RR

kji

N
r

rrr

r
 

 =θθϕ−θθϕ−+θϕ− )cossincoscossinsin(sinsin 222222 RRkRj
rr

 

 )cossin()sinsin()sincos( 22222 θθ−+θϕ−+θϕ−= RkRjRi
rrr

, 

 =θϕ=σ ddNd ||
r

 

 =θϕθθ+θϕ+θϕ= ddRRR 224424424 cossinsinsinsincos  

 θϕθ=θϕθθ+θ= ddRddR sincossinsin 22242 , 
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 θ=θϕ+θϕ=+=ρ sinsinsinsincos 22222222 RRRyx , 

а сфера σ  будет образом области ,20|);{( π≤ϕ≤θϕ=σ′ }0 π≤θ≤ . 

Тогда 

 =θθϕ=θϕθθ= ∫∫∫∫
ππ

σ′ 0

2
2

0

32 sinsin sin ddRddRRm  

 32

 

0 

3

0

2 

0 

3  
2

2sin
)2cos1(

2

1
 RRdR π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

−θπ=θ−θϕ=
πππ

∫ . 

Ответ: 32Rm π= . 

2. К поверхностным интегралам первого рода приводят и зада-
чи, связанные с вычислением статических моментов, моментов инер-

ции и координат центра тяжести поверхностей. Для получения фор-

мул, выражающих указанные выше величины, достаточно 

использовать подход бесконечно малых величин, изложенный в раз-
деле 8.1. В результате получим формулы, аналогичные формулам 

(8.5)–(8.7): 

 ∫∫
σ

σρ= dxM yz , ∫∫
σ

σρ= dyM zx , ∫∫
σ

σρ= dzM xy ,  (8.15) 

 ∫∫
σ

σρ= dxI yz
2 , ∫∫

σ

σρ= dyI zx
2 , ∫∫

σ

σρ= dzI xy
2 ,  (8.16) 

 
m

M
x

yz

c = , 
m

M
y zx

c = , 
m

M
z

xy

c = .  (8.17) 

Пример 8.15. Найти положение центра тяжести верхней полу-

сферы радиуса R , если ее поверхностная плотность =ρ ),,( zyx  
22 yx += . 

Решение 
Для нахождения массы m  искомой полусферы делаем такую же 

замену переменных, как и в примере 8.14. В результате будем иметь: 

 θϕθ=σ ddRd sin2 ,  θ=ρ 22 sinR , 

 ,20|);{( π≤ϕ≤θϕ=σ′ }2/0 π≤θ≤ , 
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 =θϕθ⋅θ=σ+= ∫∫∫∫
σ′σ

ddRRdyxm sinsin)( 22222  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ θ
−θϕ−=θ−θϕ−=

π
πππ

∫∫
2/ 

0 

3
2 

0 

4
2/

0

2
2

0

4  
3

cos
cos )cos1)((cos RddR  

 44

3

4

3

1
12 RR π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π= . 

Статические моменты вычисляем как и массу по формулам 

(8.15): 

 =θϕθ⋅θ⋅θϕ=σ+= ∫∫∫∫
σ′σ

ddRRRdyxxM yz sinsinsincos)( 22222  

 0sin sinsincos
2/

0

4
2 

0 

5
2/

0

4
2

0

5 =θθϕ=θθϕϕ= ∫∫∫
ππππ

dRddR ; 

 =θϕθ⋅θ⋅θϕ=σ+= ∫∫∫∫
σ′σ

ddRRRdyxyM zx sinsinsinsin)( 22222  

 0sin cossinsin
2/

0

4
2 

0 

5
2/

0

4
2

0

5 =θθϕ−=θθϕϕ= ∫∫∫
ππππ

dRddR ; 

 =θϕθ⋅θ⋅θ=σ+= ∫∫∫∫
σ′σ

ddRRRdyxzM xy sinsincos)( 22222  

 5

2/ 

0 

4
2 

0 

5
2/

0

3
2

0

5

2
 

4

sin
 sin)(sin RRddR

π
=

θ
⋅ϕ=θθϕ=

π
πππ

∫∫ . 

Тогда координаты центра тяжести находятся по формулам 

(8.17): 

 0== cc yx , R
R

R
zc

8

3

42

3
4

5

=
π⋅
⋅π

= . 

Ответ: 0== cc yx , Rzc
8

3
= . 
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Пример 8.16. Найти моменты инерции конической поверхности 

σ : } ,{ 22 hzyx
R

h
z =+=  относительно координатных плоскостей, если 

поверхностная плотность в каждой ее точке постоянна и равна 0ρ . 

Решение 
Моменты инерции конической поверхности σ  относительно ко-

ординатных плоскостей вычисляются по формулам (8.16). Поскольку 

искомая коническая поверхность σ  однозначно проектируется на 
плоскость xy0  в круг }|);{( 222 RyxyxDxy ≤+=  (рис. 8.4), то, следова-
тельно, при вычислении поверхностных интегралов, входящих в (8.16), 

мы будем пользоваться формулой (4.11). Для этого находим: 

22

22

yxR

hx
yx

R

h
z

x

x
+

=′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′ , 

22

22

yxR

hy
yx

R

h
z

y

y
+

=′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′ . 

Тогда в соответствии с формулами (8.16) и (4.11) будем иметь: 

 =
+

+
+

+ρ=σρ= ∫∫∫∫
σ

dxdy
yxR

yh

yxR

xh
xdxI

xyD

yz
)()(

1
222

22

222

22
2

00
2  

 ∫∫+ρ=
xyD

dxdyx
R

h 2

2

2

0 1 , 

 dxdyy
R

h
dyI

xyD

zx ∫∫∫∫ +ρ=σρ=
σ

2

2

2

00
2 1 ,  

 dxdyyx
R

h

R

h
dzI

xyD

xy ∫∫∫∫ ++ρ=σρ=
σ

)(1 22

2

2

2

2

00
2 . 

Для вычисления полученных двойных интегралов перейдем к 

полярным координатам ϕρ= cosx , ϕρ= siny . Тогда область 

|);{( yxDxy =  }222 Ryx ≤+  будет образом области 

RD ≤ρ≤ϕρ=ρϕ 0|);{( , }20 π≤ϕ≤ , а якобиан отображения xyDD →ρϕ  

равен ρ . Тем самым искомые моменты инерции выразятся через 
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двойные интегралы по области ρϕD , которые легко вычисляются че-
рез повторные: 

 =ρρϕϕ
+

ρ=ϕρϕρρ
+

ρ= ∫∫∫∫
π

ρϕ

R

D

yz dd
R

hR
dd

R

hR
I

0

3
2

0

2
22

0
22
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0 coscos  

 ×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

+ϕ
+

ρ=
ρ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ+

ϕ
+

ρ=
ππ
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0 
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0

 

0 

42

0
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2

2sin
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1
 

42
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R
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R

hR
R
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3
4

4
ρ

π
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lR
R   ( )22 hRl += , 

 =ρρϕϕρ=ϕρϕρρ
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ρ= ∫∫∫∫
π

ρϕ

R

D

zx dd
R

l
dd

R

hR
I

0

3
2

0

2
0

22
22

0 sinsin  

 0

3
4

2 

0 

0

 

0 

42
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0
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2sin

8
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42

2cos1
ρ

π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−ϕρ=
ρ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−

ϕρ=
ππ

∫
lR

R
R

l
d

R

l
R

, 

 =ρρϕρ=ϕρρρ
+

ρ= ∫∫∫∫
π

ρϕ

R

D

xy dd
R

lh
dd

R

hRh
I

0

3
2

0
3

2

0
2

3

222

0  

 0

2
 

0 

4
2 

0 

3

2

0
24

 ρ
π

=
ρ

ϕρ=
π

lRh

R

lh
R

. 

Ответ: 0

3

4
ρ

π
==

lR
II zxyz ,  0

2

2
ρ

π
=

lRh
I xy  ( )22 hRl += . 

3. Поверхностные интегралы первого рода, как и тройные,  
и криволинейные интегралы первого рода, находят свое применение 
при изучении сил притяжения, действующих на материальную точку 

со стороны масс, распределенных на поверхности.  

Пусть по поверхности σ  непрерывным образом распределены 

массы  с заданной в каждой ее точке );;( zyxM  поверхностной плот-
ностью ),,( zyxρ . Тогда материальная точка );;( 0000 zyxM  массы 0m  

будет притягиваться поверхностью σ  с силой );;( ZYXF =
r

, если  
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в основу положен закон всемирного тяготения (закон Ньютона: 
3

0 / rrmfm
r

). Используя, как обычно, подход бесконечно малых вели-

чин, получим для элементарных компонент силы притяжения элемен-

том σd  поверхности с массой σρ= ddm  материальной точки 

);;( 0000 zyxM  массы 0m  следующие выражения: 

 σ
−ρ

= d
r

xxzyx
fmzyxdX

3
0

0000

))(,,(
),,( , 

 σ
−ρ

= d
r

yyzyx
fmzyxdY

3
0

0000

))(,,(
),,( , 

 σ
−ρ

= d
r

zzzyx
fmzyxdZ

3
0

0000

))(,,(
),,( , 

где r , как обычно, означает длину вектора MMr 0=
r

 (формула (8.9)). 

Отсюда сразу же следуют формулы для проекций силы F
r

 притяже-
ния простого слоя на координатные оси: 

 ∫∫
σ

σ
−ρ

= d
r

xxzyx
fmzyxX

3
0

0000

))(,,(
),,( , 

 ∫∫
σ

σ
−ρ

= d
r

yyzyx
fmzyxY

3
0

0000

))(,,(
),,( ,  (8.18) 

 ∫∫
σ

σ
−ρ

= d
r

zzzyx
fmzyxZ

3
0

0000

))(,,(
),,( . 

Замечание 8.2 

Формулы (8.18) остаются справедливыми и в том случае, когда 
точка σ∈0M . Однако в этом случае все интегралы в формулах (8.18) 

являются несобственными, поскольку подынтегральные функции  

в них вблизи точки 0M  перестают быть ограниченными. 

Наконец, как и в случае пространственного тела V , введем 

функцию ),,( 000 zyxu , полагая 

 ∫∫
σ

σ
ρ

= d
r

zyx
fmzyxu

),,(
),,( 0000 .  (8.19) 
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Функцию ),,( 000 zyxu  называют потенциалом простого слоя, 

расположенного по поверхности σ  с плотностью ),,( zyxρ , на точку 

);;( 0000 zyxM . При этом для такого потенциала сохраняется фунда-
ментальное свойство (5.6) или в скалярной форме (8.12). 

Пример 8.17. Найти притяжение, испытываемое вершиной ко-

нуса со стороны его поверхности } ,)/({: 22 hzyxRhz =+=σ , и по-

тенциал этой поверхности на ее вершину, если поверхностная плот-
ность масс, распределенных по поверхности конуса, равна 
расстоянию точки );;( zyxM  конуса от его вершины )0;0;0(0M . 

Решение 
Из условия задачи следует, что 0000 === zyx , а  rzyx =ρ ),,(  

(рис. 8.4). Тогда формулы (8.18) и (8.19) для компонент силы притя-

жения и потенциала поверхности конуса на его вершину принимают 
вид )1( 0 =m : 

 ∫∫
σ

σ
=

2r

xd
fX , ∫∫

σ

σ
=

2r

yd
fY , ∫∫

σ

σ
=

2r

zd
fZ , ∫∫

σ

σ= dfu . 

Поскольку искомая поверхность σ  конуса в выбранной системе 

координат задается уравнениями } ,{: 22 hzyx
R

h
z =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=σ  (рис. 8.4), 

то на поверхности конуса 

 =+++=++== )( || 22

2

2
22222

0 yx
R

h
yxzyxMMr  

 2222
22

22

2

2

1 yx
R

l
yx

R

hR
yx

R

h
+=+

+
=++= , 

где 22 hRl += . 

Кроме того, поверхность конуса однозначно проектируется на 
плоскость xy0  в круг }|);{( 222 RyxyxDxy ≤+= . Значит, при вычисле-
нии поверхностных интегралов, входящих в выражения для компонент 
силы притяжения и потенциала, мы воспользуемся формулой (4.11),  

как это было сделано в примере 8.16. В результате получим: 
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 ∫∫∫∫ +
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=

xyxy DD
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xdxdy
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R
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yxl

xR
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 ∫∫∫∫ +
=+

+
=

xyxy DD
yx

ydxdy

l

R
fdxdy

R
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yxl
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 ∫∫∫∫ +
=+

+
+

=
xyxy DD

yx

dxdy

l

h
fdxdy

R

h

yxl

yxRhR
fZ

222

2

222

222

1
)(

)/(
, 

 RlfR
R

l
fdxdy

R

l
fdxdy

R

h
fu

xyxy DD

π=π==+= ∫∫∫∫ 2

2

2

1 . 

Для вычисления полученных двойных интегралов перейдем, как 

и в примере 8.16, к полярной системе координат. Тогда искомые ком-

поненты силы притяжения выразятся через двойные интегралы по об-

ласти RD ≤ρ≤ϕρ=ρϕ 0|);{( , }20 π≤ϕ≤ , которые легко вычисляют-
ся через повторные: 

 0  sincos
cos

0

2

0
0

2

0
2

=ρϕ=ρϕϕ=
ρ

ϕρϕρρ
=

ππ

∫∫∫∫
ρϕ

RR

D
l

R
fdd

l

R
f

dd

l

R
fX , 

 0  cossin
sin

0

2

0
0

2

0
2

=ρϕ−=ρϕϕ=
ρ

ϕρϕρρ
=

ππ

∫∫∫∫
ρϕ

RR

D
l

R
fdd

l

R
f

dd

l

R
fY , 

 f
l

hR

l

h
fdd

l

h
f

dd

l

h
fZ

RR

D

π
=ρϕ=ρϕ=

ρ
ϕρρ

=
ππ

∫∫∫∫
ρϕ

2
  

0

2

0
0

2

0

. 

Ответ: 0== YX , f
l

hR
Z

π
=

2
, Rlfu π= . 

Пример 8.18. Найти притяжение, испытываемое центром осно-

вания цилиндра со стороны его поверхности ,0 ,{: 222 ==+σ zRyx  

}hz = , и потенциал этой поверхности на центр ее основания, если по-

верхностная плотность масс, распределенных по боковой поверхно-

сти цилиндра, постоянна и равна 0ρ . 
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Решение 
Из условия задачи следует, что 0000 === zyx , а  0),,( ρ=ρ zyx . 

(рис. 8.3). Тогда формулы (8.18) и (8.19) для компонент силы притя-

жения и потенциала поверхности цилиндра на центр его основания 

принимают вид )1( 0 =m : 

 ∫∫
σ

σ
ρ=

30
r

xd
fX , ∫∫

σ

σ
ρ=

30
r

yd
fY , ∫∫

σ

σ
ρ=

30
r

zd
fZ , ∫∫

σ

σ
ρ=

r

d
fu 0 . 

Для вычисления данных поверхностных интегралов воспользу-

емся параметрическим представлением поверхности σ  цилиндра: 
ϕ= cosRx , ϕ= sinRy , zz =  в области π≤ϕ≤ϕ= 20|);{( zD , 

}0 hz ≤≤ . Тогда, принимая во внимание, что на поверхности цилиндра 
222 Ryx =+ , а значит, 22222

0  || zRzyxMMr +=++==  (рис. 8.3), 

и используя формулы (4.8) и (4.9), находим: 

 )0()sin()cos(

100

0cossin kRjRiRR

kji

N
rrr

rrr

r
+ϕ+ϕ=ϕϕ−= ,  

 RRRN =ϕ+ϕ= 22 )sin()cos( ||
r

,  dzRddzdNd ϕ=ϕ=σ  ||
r

 . 

Тем самым данные поверхностные интегралы с помощью фор-

мулы (4.10) сводятся к двойным интегралам по области D . В резуль-

тате будем иметь: 
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ϕϕρ=
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fR , 
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Ответ: 0== YX , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
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220

11
2

hRR
RfZ , 

⎟
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Rfu
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0 ln2 . 

Пример 8.19. Найти силу притяжения точки и ее потенциал сфе-
рическим слоем, если поверхностная плотность постоянна и равна 0ρ . 

Решение 
Выберем систему координат так, чтобы центр сферы совпадал  

с центром координат, а притягивающая точка );;( 0000 zyxM  массы 

10 =m  находилась на положительной части оси z0  на расстоянии a  

от центра, тогда 000 == yx , az =0 . Более того, в сферической систе-
ме координат для любой точки );;( zyxM , лежащей на поверхности σ  

сферы радиуса R , имеем (см. пример 8.14): 

 θϕ= sincosRx , θϕ= sinsinRy , θ= cosRz , θϕθ=σ ddRd sin2 , 

 =−++== 222
0 )( || azyxMMr  

 =−θ+θϕ+θϕ= 2222222 )cos(sinsinsincos aRRR  

 θ−+=+θ−θ+θ= cos2cos2cossin 2222222 aRaRaaRRR , 

 }0 ,20|);{( π≤θ≤π≤ϕ≤θϕ=σ′ . 
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Следовательно, формулы (8.18) и (8.19) принимают вид: 
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Для вычисления интегралов по переменной θ  в выражениях для 

компоненты Z  и потенциала u  сделаем подстановку 
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θ−+= cos2222 aRaRt . Тогда при =−+==θ aRaRt 2:0 22  

|| )( 2 aRaR −=−= , при :π=θ  =+=++= 222 )(2 aRaRaRt  

aR += , а θθ= daRtdt sin . В результате интегралы для Z  и u  легко 

вычисляются: 
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Отсюда приходим к следующим выводам: 

1. Если Ra < , то в этом случае aRaR −=− || , а, значит, 0=Z , 

04 ρπ= Rfu . 

Таким образом, внутри однородного сферического слоя его по-

тенциал постоянен, а любая точка, находящаяся внутри этого слоя, не 
испытывает со стороны последнего никакого притяжения. 

2. Если Ra > , то )(|| aRaR −−=− , так что 02

24
ρ

π
−= f

a

R
Z , 

0

24
ρ

π
= f

a

R
u . 

Итак, в случае, когда точка находится вне однородного сфери-

ческого слоя, то она испытывает со стороны него такое притяжение, 
которое она испытывала бы, если бы всю массу 0

24 ρπ= Rm  слоя со-

средоточить в его центре. При этом потенциал, созданный однород-

ным сферическим слоем вне его, совпадает с потенциалом материаль-

ной точки массы 0
24 ρπ= Rm , помещенной в центре данного слоя. 

3. Случай Ra =  является особым, поскольку в этом случае инте-
гралы для Z  и u  становятся несобственными: 
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Отсюда заключаем, что компонента Z  притяжения испытывает 
разрыв непрерывности при прохождении притягиваемой точки 0M  

через поверхность сферы, поскольку 0
00

4lim0lim ρπ−=≠=
+→−→

fZZ
RaRa

. 

В то же время потенциал сохраняет свою непрерывность при перехо-
де точки 0M  через сферу. 

Ответ: 0== YX ,  
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4. Применение поверхностных интегралов второго рода связано 
с вычислением потоков векторных полей через заданную поверхность 
(см. замечание 4.6). 

Пример 8.20. Вычислить поток вектора D
r

 электрической ин-
дукции электростатического поля точечного заряда e , находящегося  
в точке );;( 0000 zyxM , через поверхность сферы радиуса R  с центром 

в точке );;( 0000 zyxM , считая среду однородной и изотропной.  

Решение 
Так как среда однородна и изотропна, то вектор D

r
 электриче-

ской индукции электростатического поля точечного заряда e  дается 
выражением 

 
34 r

re
D

π
=

rr
, 

где MMr 0=
r

, || rr
r

= . 
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Выберем систему координат так, чтобы точка );;( 0000 zyxM  

совпадала с центром системы координат xyz0 . Тогда, очевидно, 

0000 === zyx , );;( zyxr =
r

, а Rzyxr =++= 222 , когда точка 
);;( zyxM  лежит на сфере. 

Поток Π  векторного поля D
r

 будем вычислять по формуле  
(см. замечание 4.6) 

 ∫∫
σ

σ⋅=Π dnD
rr

, 

где n
r

 – единичный вектор внешней нормали в произвольной точке 
);;( zyxM  сферы ( 1 || =n

r
), а значит nRr

rr
= . Отсюда находим: 
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rr
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Отметим, что полученный результат представляет собой инте-
гральную форму одного из уравнений Максвелла для электромагнит-
ного поля в дифференциальной форме:  

 qD =
r

div ,  

где q  – объемная плотность зарядов. 

Ответ: e=Π . 

Пример 8.21. Найти поток векторного поля kzjyixrF
rrrrr

++==  

через произвольную замкнутую двустороннюю поверхность σ , огра-
ничивающую тело V . 

Решение 
Для вычисления потока Π  воспользуемся формулой Остроград-

ского (5.17). Поскольку 3div =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
z

z

y

y

x

x
r
r

, то получим 

 VdVdVrdnr
VV

33div ===σ⋅=Π ∫∫∫∫∫∫∫∫
σ

rrr
. 

Итак, поток радиус-вектора r
r

 через произвольную замкнутую 

поверхность σ  равен утроенному объему V  данного тела, ограничен-

ного поверхностью σ . 

Ответ: V3=Π . 
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