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МАТЕМАТИКА

С. Д. ЭЙДЕЛЬМАН

О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
(Представлено академиком И. Г. Петровским 10 VII 1954)

Настоящая заметка посвящена установлению оценок фундаменталь­
ной матрицы решений параболической системы
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j=l Zks<2b дх^і дх^ . . . dxkn 
12 п

(1)

Й — 1,2, . . ., N) и их применению к доказательству корректной раз­
решимости задачи Коши в классе неограниченных функций для пара­
болических систем с коэффициентами, зависящими и от времени и от 
пространственных координат.

1. В основе получения оценок матрицы Грина системы (1) лежит 
теорема И. М. Гельфанда и Г. Е. Шилова о двойственности пространств 
zpP и (1+4=1^).

Запишем систему (1) в матричной форме

^ = а{і,^\К. (і')dt \' дх] ' >

В соответствие (1) поставим систему уравнений^

^ = Л(/,/а)К (2)

Нормальную фундаментальную систему решений системы (2) обо­
значим V (/, Й, а).

Используя методы (х), получаем:
Лемма 1. Если А^Й"^ (0 непрерывны, то для V (t, t0> а + Й) 

(О Й < t < Т} справедлива оценка
I V Й, Й, ° + Й)\<С ехр [(- 41 а I2* + КI т Г) « - /о)] (3)

(I а I — I/ 2 °?; С, К — положительные постоянные, зависящие лишь 
' 5=1

от Т).
Из (3) следует, что целые функции п комплексных переменных 

аі + Йк ■ ■ ■ 1 °п + Йп, входящие в матрицу V Й, t0, а + й), принадле­
жат классу Z^- Исходя из того, что производные от матрицы Грина 
определяются формулой

Dm с й, й, X) =--------( ехр Гф —^b)] V й, й, ?) d^, (4)
J L \ (I — 1„) • /Л

^(t~Q

У'й, й, = й,
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из результатов (2) следует,
функции аргумента

Отсюда следует:

что элементы матрицы DmG {t, t0, х) 
принадлежат классу Z^ А — А

как

Лемма 2. Имеют место оценки

х

2b х
х) I < -^ехр {- с I x I I V - I (5) 

2b
(с и cm — положительные постоянные, зависящие лишь от Т).

Из оценок (5) следует единственность решения задачи Коши для 
2b

системы (1) в классе функций | U (х, О К АГ ехр (2, 3, 4),
существование решения задачи Коши по начальным векторам ®(л)' из
того же класса в полосе +

2. Рассмотрим параболическую систему

где А ф х, — матричный дифференциальный оператор, содержа- 

щий производные порядка не выше ЧЬ с комплексными непрерывными 
и ограниченными вместе со своими производными до порядка ЧЬ + 1 
по xlt..., хп коэффициентами, зависящими от ............хп, t (0 < t Т,

t, х, , где в ЛО(Л x,fy 

-ч- .^ — порядка <26—1. 
KoSa) ?! называ7^‘Параболической, если вещественные части 
корней К уравнения det [Ло (f, х, м) - /.£] = 0 (| а | = 1; _ оо <xs < ос, 

удовлетворяют неравенству Rek<__ 5 (8>0).
Построим фундаментальную матрицу решений системы (6) Z y,t,x,i)*.

* , ^°^тТ^ением фундаментальной матрицы решений
с коэффициентами, зависящими от пространственны? “И для параболических систем 
Коши в классе ограниченных функций занимался С чКо°РДинат. и решением задачи 
914 ' БРУК (6)-

t, х,

входят производные порядка ЧЬ, а в Л^.

Обозначим через G(t,z,x-^y) матрицу Грина системы

в виде
и, следуя Э. Э. Леви (5), Z(t,T, х, 5) будем искать

Z(t. X, 6) = о (t, Г, х - x) + \d^a(t,^x~y,x)vlf,,, у, S) dy. (7) 
т

Тогда относительно квадратной матрицы - х О пол¥чим интегпаль- 
ное уравнение ’ ’ v получим интеграль-

KV, г, X, S) + ? (t, Т, X, X) + J KV, Р1 Xt Лл _ 0> (8)

где
K{t, т, х, ^ = L{G[l,^x~-^ Хху 

-4- ' 
| K(t, т, х, 6) I <'1 n+gg------- ------- . (9)



Уравнение (8) имеет единственное решение, которое находим ме­
тодом последовательных приближений. Основным для дальнейшего 
является оценка D^t, т, х, i) и DmZ(t, х, х, 6). Используя (5) и спра­
ведливость для матрицы Грина G (/, /0, х) системы (1) формулы свертки 
G (t, х, х —у) = G (t, р, х — В) G ф, т, В —у) dB (т < Р < t), получаем

D.Z (І, X. X, 5) I <
(/-т) 2Й

(10)

т = 0, 1,.... 26 (Ст и с* — положительные постоянные, зависящие 
лишь от Т).

Из (7), (10) и результатов (*) следует
Теорема 1. Если непрерывная вектор-функция я (х) удовлетво­

ряет условию | <? (х) [ Meh^x^‘ (М и k — положительные постоянные), 
то U(х, t) = ^Z(t, t0, х, В)ф(В)di представляет собой решение задачи 
Коши для системы (6) по начальной вектор-функциа ® (х), опреде- 

(с — іЛ2&—1ленное в полосе <3о + (—, где у.—любая положительная
2b

постоянная <с*- При этом | £/| exp [k± | х |2& х}.

Если коэффициенты при производной ----------- г- в дифференциаль-
Дф... дхпп

ном операторе А х, непрерывны, и ограничены вместе со своими 
производными до порядка kr + k2 -Г ... + kn + 2b + 1 по х1( х2,, хПг 
то можно построить фундаментальную матрицу решений Z*(y, t, х, В) 
(t<x) для системы, сопряженной к (6). Z*(x, t, х, В) будет при этом 
удовлетворять неравенствам (10).

Используя методы (\3,4), отсюда получаем:
Теорема 2 (единственности). Пусть непрерывная, в слое ^,Т 

вектор-функция U(х, t) удовлетворяет внутри этого слоя системе 
(6) и неравенству

2b
max I U(х, t) I М exp {k |x |“ 1}. (11)

Тогда, если U (x, Zo) = 0, mo U(x,t) = 0npu
Теоремы 1 и 2 устанавливают равномерную корректность постанов­

ки задачи Коши для параболической системы (6) в классе функций (И).
Черновицкий 
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