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МАТЕМАТИКА

Г. Ц. ТУМАРКИН

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ РАЦИОНАЛЬНЫМИ ДРОБЯМИ 
С ЗАРАНЕЕ ЗАДАННЫМИ ПОЛЮСАМИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 1 VII 1954)

Пусть задана таблица комплексных чисел:
ам, ам, • • • > akNk’ £ = 1,2,..., причем |а«|у=1, М<оо; (1) 

(среди чисел таблицы (1) могут быть и равные между собой, а также 
ahi могут равняться сю).

Пусть Rh(z) — рациональные дроби, все полюса которых — какие- 
либо числа, взятые из £-й строки таблицы (1):

Ru =
cozp + с^Р 1 +■ ■ •+ ср

(г - “йЯ,) (Z - “йП,)’ • -(Z - “йЛ;,) ’ (2)

а с0, сг,. . ., ср — произвольные числа. (Если яйг = оо, то в знаменателе 
(2) заменяем z— ам на 1.)

В дальнейшем те ам, для которых |ам|О1, будем обозначать 
через а'г; те же, для которых |ам|> 1, —через Рассмотрим вна­
чале приближение последовательностями [Rk (z)} функций Е(С) в про­
странстве С, где С — пространство непрерывных на окружности | С | = 1 
функций F(C) с нормой max|F(C)|. Тогда, как известно, для
того, чтобы любую функцию А (С) можно было как угодно хорошо 
приблизить в С последовательностями {Ri, (z)} рациональных дробей 
вида (2), необходимо и достаточно, чтобы

lim S' = оо, limS' = oe, (3)
й-»оо й->со

где S' =2^ “ I “м D’ $й = 2 (1 ~ । ййі । а сУммиРование РаспРостРа‘ 
і I

няется на все соответствующие числа из £-й строки таблицы (1) 
(см., например, (5)).

Предположим теперь, что вместо (3) известно, что либо
11m S'С оо, lim 5Г = оо, (4)

k k
либо

lim — оо, lim S* <Г оо. (5)
>С° h->oo

Для формулировки получающихся тогда результатов нам понадобятся 
функции cp(z) и ^(z), определение которых будет сейчас дано.

Обозначим через bl (z) произведение Бляшке, нулями которого 
являются все числа аУ из £-й строки таблицы (1) (если S'= оо, то 
полагаем &1(г)=0); тогда нетрудно доказать, что р (z)=lim In | bl (z) | при k—»оо 
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выполнении условия (4) будет субгармонической в круге |г|<1 функ­
цией — оо. Пусть u^z) есть наименьшая гармоническая мажоранта 
функции p.(z) в круге |z|<l; так как Дг)<0, то u(z)^0. Мы по­
лагаем v (z) = где v(z)— функция, сопряженная u(z), а функ­
цию Ь1^) полагаем равной произведению Бляшке, нулями которого' 
кратности г являются все такие числа а, что какую бы окрестность 
их не взять и какое бы число ни задать, найдется такое К,
что при К либо S^^M, либо во взятой окрестности будет нахо­
диться не менее г чисел из ^-й строки таблицы (1).

Теорема 1. Если выполняется (4), то последовательностями 
{/?&(£)} можно как угодно хорошо приблизить в С такие и только 
такие функции E(Z), которые совпадают почти всюду на |С|= 1 
с граничными значениями мероморфных в круге | z | <. 1 функции 
F(z) ограниченного вида, допускающих такое представление:

F{z) = ^^[b^z)^{z^, (6)

где ф (z) — какая-либо ограниченная аналитическая в | z | <1 функция- 
Замечание 1. Если вместо (4) выполняется (5), то, очевидно, 

результат будет аналогичен приведенному.
Замечание 2. Случай, когда в таблице (1) все |ам |> 1, рас­

смотрен в (5).
При дополнительных предположениях относительно чисел а'м та­

блицы (1) в ряде случаев оказывается возможным сразу же устано­
вить вид функций Ь1^) и ®(z). Для того чтобы сформулировать 
некоторые относящиеся сюда результаты, составим таблицу из чисел 
а', таблицы (1), при этом мы будем располагать в k-й строке новой 
таблицы числа сф; из й-й строки таблицы (1), взятые в порядке воз­
растания их модулей:

“1,. « 
__<

Тогда, если для любого е > 0 найдется такое М что lira V (1 — | с^. |) <е,

ТО Ф (z) = 1.
Отсюда, в частности, следует, что если таблица (7) имеет тре- 

СО
угольный вид (№k = k), причем а'и = а' при i^k, где ^(1 —I % I) < оо, 

Л=1
то ®(z)=:l, a bx(z) есть произведение Бляшке, нулями которого 
являются все числа а' а' . . . , а' . . .1’ 2’ д’

Рассмотрим теперь приближение в среднем функций F^) после­
довательностями Пусть а (/)—неубывающая функция ограни­
ченной вариации на [0,2л]. Обозначим через Lp (Ещ 0,2л), /?>0, 
множество всех комплекснозначных функций F(eu), для которых сущест- 

2я

вует интеграл Лебега — Стилтьеса: j Д (е‘7) J** Да (/)< оо.
6

Если выполняется условие (3), то легко видеть, что для любой 
функции F(V) € Lp REr, 0, 2 л) найдется последовательность {Rk (С)} такая, 
что

27С

Иш | F-Rh \pds{t) = Q. (8)
Н

Это следует из того, что функция F(e7) может быть как угодно 
хорошо приближена в Lp {ds\ 0, 2л) непрерывными функциями, а не- 
910



прерывные функции, как уже отмечалось, — последовательностями 
{Rk^)}.

Сделаем теперь вместо (3) более слабое предположение:
lim = оо. (9)
Л-»оо

Теорема 2. Пусть а (/) удовлетворяет условию
2Я

log а' (/) dt = — ОО (10)
о

и выполняется условие (9). Тогда для любой функции Р(ен)£ 
^Lp(d^; 0, 2л),р>0, найдется последовательность {Rk(z)} рациональ­
ных дробей вида (2), удовлетворяющая условию (8).

Замечание. Частные случаи теоремы 2 были указаны в ряде 
работ. Так, известный результат о том, что условие (10) достаточно 
для замкнутости в 2л) последовательности функций [е‘п(],
п = 0, 1,2,..., доказанный при р = 2 А. Н. Колмогоровым и М. Г. Крей­
ном и при р^^ Н. И. Ахиезером, получается из теоремы 2, если 
предположить что в таблице (1) все ahi = ос и Nk = k. Заметим вместе 
с тем, что доказательство теоремы 2 может быть проведено без осо­
бого труда, опираясь на уже известные результаты»

Если функция а (/) не удовлетворяет условию (10), т. е.

logs' (t)dt > — ОО, (11)
о

то оказывается, что одного выполнения даже равенства (4) — более 
сильного требования, чем (9), еще не достаточно, вообще говоря, 
для возможности как угодно хорошего приближения последователь­
ностями {Rk(Q} любых функций Л(ч) € If (ch-, 0, 2л). Это будет немед­
ленно следовать из теоремы 3, в которой устанавливается, что при 
выполнении условия (4) в Lp {d~-, 0, 2л) могут быть приближены после­
довательностями {Rh (С)} лишь граничные значения одного класса 
мероморфных в круге |z|<(l функций.

Теорема 3. Если выполняются условия (4) и (11), то для того, 
чтобы для функции (d--,0, 2л), р>0, существовала после­
довательность {Rk (Q), удовлетворяющая равенству (8), необходимо 
и достаточно, чтобы F(Q совпадала почти всюду на |С| = 1 с гра­
ничными значениями мероморфной в круге | z | < 1 функции F(z), 
которую можно представать в виде (6), где ^(z) и ©(г) имеют то 
же значение, что и в теореме 1, a ^(z) есть аналитическая в 
круге ] z| < 1 функция класса D*.

* По поводу функции класса D см. (3), гл. II, § 6.

Замечание. Доказанная нами ранее теорема (4), в которой дава­
лись необходимые и достаточные условия, при которых функция 
F(^) может быть как угодно хорошо приближена в Lp (ch, 0, 2л) после­
довательностями многочленов {Пй(е^)} от еи, является частным слу­
чаем теоремы 3.

При помощи конформного отображения можно перенести приве­
денные выше результаты на случай приближения функций, опреде­
ленных на замкнутой спрямляемой кривой, а также функций, опреде­
ленных на действительной оси.

Из-за недостатка места ограничимся рассмотрением приближения 
функций, заданных на действительной оси.
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у, а — это те числа

Пусть дана таблица (1) комплексных чисел, причем теперь Im aki =f= О, 
; ; хІП1 Ct/,

и пусть lim = оо, / = 1, 2, где SJk = ---- j-j-r
. 1 + J ал( I

айь которые лежат в верхней полуплоскости, а а2.—те, которые лежат 
в нижней полуплоскости; тогда для любой непрерывной на действитель­
ной оси функции F{x) найдется последовательность (%)} рациональ­
ных дробей вида (2), равномерно сходящаяся на действительной оси 
к F(x) (см. (\ 2, 6)).

Теорема 4. Если lim 5^<оо, limSh = oo, то для того, чтобы 
k—*ОО fe—*эо

для непрерывной функции Е{х) нашлась последовательность {Rh{x)}, 
равномерно сходящаяся к ней на действительной оси, необходимо 
и достаточно, чтобы F{x) совпадала почти для всех х, — оо < х < оо, 
с граничными значениями мероморфной в верхней полуплоскости 
функции F{z), которую можно представить в виде (6), где ф(г) — 
какая-либо ограниченная аналитическая в верхней полуплоскости 
функция, a b1 (г) и <в {z) — аналитические в верхней полуплоскости 
функции, определяемые так же как в теореме 1, но теперь
|^И=П {при составлении произведения берутся сомно­

жители, отвечающие всем числам а*. из k-й строки).
Подобным же образом формулируются теоремы о приближении 

функций F{x) последовательностями [RkM] в пространстве 
Lp {da-,— 00,00), р>0, где расстояние между двумя функциями (х) ОО
и/ЭД оценивается величиной интеграла $ \ Fx{x) ~ F2{x)\p da {х),

только теперь вместо j log a' {t) dt появляется '
0 —то

Поступило 
1 VII 1954
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