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МАТЕМАТИКА

Я. Л. ГЕРОНИМУС

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ФУНКЦИЙ, НЕПРЕРЫВНЫХ 
В ЗАМКНУТОМ КРУГЕ

(Представлено академиком Н. И. Мусхелишвили 22 VII 1954)

1. Если функция (z) = у (геій) непрерывна при г<С1, то через 
о) (8; ф) обозначим ее модуль непрерывности при г = 1, т. е.

<о (8; ©) = sup | ф — ©(ef09|, Pi-—02 j 8; (1)
в частности, через А обозначим класс функций {®(z)}, для которых 
существует интеграл *

* Этот класс рассмотрен Л. Г. Магнарадзе (х,2).
** Г. М. Голузин (4) доказал при условиях теоремы ограниченность функции 

/ (z) при | z | < 1; из теоремы 1 вытекает ее непрерывность на I z | = 1, причем 
ы (8; /) -С (8; и) + <ь0 (8).

*** Угол 0 рассматриваем как функцию дуги s.
**** ы0(3) дается формулой (4) после замены <о (х; и) на ы(х;6).

^^^■dx-, (2)

О
если через обозначить класс функций Дини — Липшица, для которых 

"(М< 7-^, «>0.0«. (3)
К)

то ОаС2 А при а > 1.
Теорема 1. Пусть функция f(г) = u(r,W) + iv(r,b) регулярна 

при, г<Д, а функция и (г, 6) непрерывна при г<А, причем и(г,И)(А 
в таком случае функция ^(1,6) также непрерывна, причем 
О0(8), где 

8
(8) < С. dx + С28 dx.  (4)**

О 8
Формула (4) приведена в работе (5). В частности, из (4) вытекает, 

что, если и(1,6)ЕД)а, а>1, то ^(1,6), f(e^) € D^.
Из теоремы 1 вытекает следующая теорема, являющаяся обобще­

нием известной теоремы Келлогга (см., например, (4), стр. 468—469).
Теорема 2. Пусть функция f(z) конформно отображает об­

ласть, ограниченную замкнутой гладкой кривой /Кордана С, на 
круг |z|<l; пусть где 0—угол, образуемый вещественной
осью с касательной к С в точке с дуговой координатой s ***.  Тогда 
на | z | = 1 функции f (z), 1g/' (z) имеют модуль непрерывности 
<о (8) ® (8; 6) -f- <о0 (8) ****.

Для доказательства заметим, что из условия 6 ($) € А вытекает по (6), 
что f (z)=TO и непрерывна на |z| = l, откуда

— s21 = ’j V\е’ф) \d<o^c I©! — ф21;
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так как функция arg/'(z) непрерывна при |z|ф 1, а на |г| = 1 имеем 
arg/ (2) = 6— argz— , то легко находим

I arg/' (ег’О - arg/' (е^) | < (| S1 -s21; б) + | ?1;- ?21 < С'» (| ?1 - ?2|; 0);
после этого применяем теорему 1 к функции — i lg/' (z) *.

* Теорема Келлогга получается, если положить о(8;0) <1СЗ®, а<1.

2. Теорема 3. Если функция f(z) регулярна при |гК1, не­
прерывна при |z|<l и имеет на |z| = l модуль непрерывности 
®(8), то

|/'(2)|<С —---- фту------> |z| = r<l. (5)

Для доказательства применяем теорему Коши и находим (см., на­
пример, (4), стр. 453—454)

|/4r)|XLZ-(-W>^ «<»)<<• z=re„. т
и k kJ 1—2rcosa + ^ “XL х, 4лх«» Ге ’ W о о(1 — г)2+

пользуясь неравенством ®(Х8)<(/,+ 1)®(8), /.>0, где мы положили

с ■ 8 = (l-r)lgrb’

приходим к (5) (8).
Теорема 3 доказана Харди и Литтльвудом (7) для /(eie) 6 Lip а, 

ими найдена для этого случая оценка (5) без дополнительного
множителя lgpT27- Если же f(eie)€Da, то из (5) вытекает оценка

ІЛЫК--------Хт-' 1г1“Г<1. (7)

найденная М. Б. Тагуа (3).
Теореме 3 до некоторой степени обратна следующая теорема:
Теорема 4. Если функция f(z) регулярна при |z|<l и удов­

летворяет неравенству
|/(г)|<ф(1—г), |г| = г<1, (8)

где функция безгранично возрастает вместе с 1 / х, причем 
существует интеграл

J Ф W dx, 
,0

то функция F(z). первообразная по отношению к f(z), удовлетво­
ряет в замкнутом круге | z X 1 неравенству

|E(Zi);—Д(г2)|<СХ(2|гі —г2|), }.{х) = ^{х) dx. (9) 
о

Доказываем сперва (9) для точек, лежащих на одном радиусе; 
затем рассматриваем точки zx = ei6^ z2 = eia> и пользуемся неравен­
ством

|Л(еів-)-Е(Х)|<^|/(г)||Дг|, (10)
I
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где контур I состоит из отрезков радиусов, соединяющих точки 
ге1^ и точки ге'®2, е‘вг, и из дуги, соединяющей точки reies ге,в ;

•отсюда легко получить (9).
Если ф (%) = Сх^1, то из (9) получим теорему Харди и Литтль- 

вуда (7); при
ф(х)= -т Сс , а>1, (И)

получим результат М. Б. Гагуа (3).
Теорема 5. При условиях теоремы 3 имеем в замкнутом круге

\f^ I < С. [I zx - z, 11g . (12)

Для доказательства пользуемся интегралом Пуассона
2* -А .

6 1—2rcos(6 —9) + ^ ’
о

так как он лишь множителем 1 —г2 отличается от (6), то, применяя 
те же рассуждения, что и в теореме 3, докажем (12) для точек 
z^re^, z2 = e‘v, если же zr — г^1*, г2 = г2е1,>, ГіОг. то, полагая 
гг = г2р> получим

|/(г1)-/(г2)|<С«>[(1_р)1ёг^],

откуда вытекает справедливость (12) для точек на одном радиусе; 
для точек ге1^, ге1^ доказываем (12), пользуясь принципом максимума; 
после этого легко доказать (12) в общем случае.

При /(ei0)€Lipa, a-^1, теорема была доказана Харди и Литтль- 
вудом (’), причехм в этом случае в (12) не будет множителя 1g 
при /(eie)€Da получаем из (12) результат М. Б. Гагуа (3).

Харьковский Поступило
авиационный институт 24V1954
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