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МАТЕМАТИКА

С. А. ГЕЛЬФЕР

ВАРИАЦИЯ МНОГОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ
(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 19 VII 1954)1. М. Шифферу принадлежат два типа вариаций однолистных функций. Один из них, основанный на вариации функции Грина, при­меним и к многолистным функциям (г).В настоящей заметке дается другой метод получения вариацион­ных формул весьма общего вида для многолистных функций. Этим методом определение вариации многолистной функции сводится к определению вариации функции, отображающей круг на однолист­ную область в плоскости униформизирующей переменной. Последнюю мы будем получать по следующей теореме Г. М. Голузина (2).

Если функция Z = Z фАр Z (0) = 0, регулярна и однолистна в круге С|<1, а функция Z* = F как функция от С и X, регулярна 
при |Х|<Х0 и r<|C|< 1, и при каждом I, О<Х<Хо, она однолист­
на. в г^|С|<1; если, кроме того, при каждом С, г|С|< 1, и ма­
лых к имеем ^(C,X) = Z(Q + X9(Q + O(X2), (1>
то, прибавляя к образу кольца г | С | < 1 при отображении функ­
цией %* = Рф.Д) область внутреннюю по отношению к образу 
окружности IС | = г, при малом X получим односвязную область Д’, 
содержащую точку Z* = 0, и для функции Z* = Z*(C), Z*(0) = 0, одно­
листно отображающей круг на йТ, имеем в | С | <^ 1:Z- С) = Z (Q + lq (С) - XCZ' (Q S (С) + XCZ' (С) S (1) + О(К), (2)
где S Ф) —• сумма членов с отрицательными степенями С в разложе­
нии функции ^(Q/CZ'(C) в кольце г <С | С | < 1 в ряд Лорана.

2. Выведем вариационные формулы в классе Fp^ax,. .., ащ) много­листных функций. Функция z =Fp(alt. . . , ат), если она удов­летворяет следующим условиям: 1) /(С) регулярна в круге /(0) = 0; 2) фф) отображает |С|-<1 взаимно-однозначно на область D, лежащую на какой-нибудь р-листной алгебраической римановой поверх­ности R, жанр 7 которой не превосходит фиксированного числа g, причем все функции, отображающие |С | < 1 на области одной и той же римановой поверхности, переводят точку С = 0 в одну и ту же точку поверхности, лежащую над точкой z = 0; 3) /(С) выпускает в К|< 1 заданную систему значений alt... ,ат.Построим универсальную поверхность наложения для R’, обозначим ее R (если R имеет жанр 7 = 0, то R совпадает cR). Так как область. 
D односвязна, то на R ей будет соответствовать также односвяз­ная область. R отображается взаимно-однозначно и, за исключением отдельных точек, конформно на полную плоскость, если 7 = 0; на плоскость с выключенной бесконечно удаленной точкой, если 7=1; 885



на внутренность единичного круга, если 7^-2» Функция, обратная к производящей это отображение,z = O(Z), Ф(0) = 0, (3)будет при 7 = 0 рациональной функцией от Z порядка р, а при 7^1 — автоморфной функцией, принадлежащей группе Тп дробно-линейных преобразований, изоморфной группе преобразований R в себя.3. Пусть 7 = 0. Положим, что точки z = alt..., am, °о посредством преобразования (3) переходят в точки Z = Ak (k = 1,. .. , АГ;+ Можно преобразование (3) выбрать так, чтобы одна из точек поверхности R, покрывающих точку z = оо, перешла в Z = оо. Регулярная в круге |С|<1 функцияг(С) = Ф-ч/(С)) (4)отображает | С 1 на односвязную однолистную область Д, содержа­щую точку Z = 0 и не покрывающую точек Ak (й = 1, . . . , N). Рас­смотрим функцию
jV—12 — л / в \z’-z + Azn^-z + hz 1 + 3^ . <6>

где Z); — какие-либо конечные точки на плоскости Z,Эта функция при любом р>0 и достаточно малом по модулю комплексном h однолистна в бесконечной области, представляющей •собой внешность N — 1 кругов | Z — Zft] =р (2). Пусть€ Fp^,..., Um). .Если точки (k = 1,.. ., N—1) являются внешними к области А, то функция z га - л
г z'W = zW + ^mizW^h=lпри любом комплексном й, но достаточно малом по модулю, отобра­жает круг |С|<1 на однолистную область Д’, содержащую точку Z’ = 0 и не покрывающую точек Z* = Ak (k = 1...........N— 1) и Z’ = оо. Следовательно, функция /(С) = Ф(г-(С)) =

N—12 /л__л=/(Q-^W))Z(Q о(|й|2)се“(Я1........ am\ (6)k=i hЕсли точки Zh (й = 1, . . ., М — 1) являются внутренними точками области Д, то Zh = Z (СД |С* I < 1 (k = 1,. .., N— 1). Полагая
1 2 га — л= 2(4 + 42(4 П zw * , »-к=1и применяя деорему Г. М. Голузина, получим функцию Z’G), отобра­жающую круг |£|<3 на однолистную область Д*. Так как точки 

Ak (k = 1,. . . , N— 1) и оо не лежат в А и преобразование (5) остав­ляет эти точки на месте, то при достаточно малом \h\ область Д’так­же не будет содержать, этих точек и функция Ф (Z’(Q) € Fp (а^.........а^.Окончательно получаем: z га — Льу (С) = Ф (Z* (С)) = + ЙФ' (Z (Q) Z (Q Ц -Й=1АГ-1 _ N-1 —
-h^'M + (7)886



к fa Z^~ Л*

* В частности, можно взять gx(Z) = l.

где ал — вычеты функции е* I т7г\—7 ir \ в простых полюсах
Цэ) A a МЧ?— \*k)  

h—1cfe (А = 1............ЛГ-1).4. Пусть 1. Точкам z — а±....ат, оо при отображении (3) будут соответствовать точки Z = Ak (Л=1,...,М Nр(т + V)), располо­женные в фундаментальной области S группы Тп- Соответствующая функция (4) отображает круг | С | < 1 на конечную односвязную и одно­листную область △, содержащую точку Z = 0 и не содержащую точек Z = (^ = 1,..., Область Д, кроме того, не содержит точек,конгруентных по отношению к группе Тп, и, следовательно, содержит­ся в некоторой односвязной фундаментальной области So*Рассмотрим функциюZ’ 7 ±ha „х ®(Z) Л1 Ф(2)~^1 qi o(Z) — bh ’
hl

(8)
где z = а^ (^ = m -p 1,..., NJ — конечные точки разветвления поверх­ности R', z — bh (^ = 1,..., Л7Х) — какие-либо конечные точки, отлич­ные от точек z = ak (k = 1,. . . , Л^); qr (Z) — однозначная автоморфная функция, принадлежащая той же группе Тп и не имеющая в So ника­ких особенностей, кроме простых полюсов в точках области So, в которых O'(Z)^=0 *.Пусть Z; при i = 1...рЫг таковы, что ®(Z;) = bk (k = 1,. NJ, Z; при i — pNr + 1,.. . ,pNi + r — полюсы ^(Z) и все точки Z; (7=1, ...,pN1-\- r) — внутренние точки So> Обозначим через E зам­кнутую ограниченную область, полученную из замкнутой области So удалением открытых непересекающихся окрестностей точек Z; (г = = 1,. . . ,pNr + п), в которых |O(Z) — bfe|<p и [?i(Z)|<p, где р фиксировано.Нетрудно показать, что функция (8) регулярна и однолистна в об­ласти Е при достаточно малом \h\. Пусть f(t.) € Fp^, . . ., am) и точки Z; (г = 1,. . . ,pNx + г) лежат внутри Д; тогда Zj = Z(ti), |С(|<1 (i=l,... ,pNr + г). Полагая 

^(C,k) = Z(C) + ^1(Z(C)) 0(2(0)-^®'(Z (?))11 Ф(г^)~ьк h=l (9)
и применяя теорему Г. М. Голузина, получим функцию Z’ (С), отоб­ражающую |С|<1 на однолистную область Д’, не содержащую точек Ль (А = 1,. .., N-, N ^р (т + 1)). Кроме того, Д’ не содержит точек, конгруентных по отношению к группе Тп-Действительно, если граница Д не содержит конгруентных точек, то при достаточно малом | h | область Д’ также не будет содержать таких точек. Пусть граница области Д содержит конгруентные точки Z и Z'. Существует преобразование TlT^Tn, переводящее точку Z в точку Z'.По формуле (8) имеем:Z^Z'^Z' + ^Z)^)^^^ 

h=iОтсюда заключаем, что искажение вариации в окрестности конгруент- ной точки определяется модулем и аргументом производной соответ­
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ствующего преобразования, что доказывает утверждение. Как и выше, окончательно получаем:у (С) = Ф (z* (Q) = /(С) + (Q) п
/ (у — Ok

h=i
pN^+r Я. _ P^i+r A-
s ^ + «7'0 3 + ...... а-).(ІО)
1-1 1 1-1 '1'

где & —вычеты функции (Z(Q) Д ~ в простых полю-
h=l hсах С (i = 1,..., pNt + г).Формулы (6), (7) и (10) и являются искомыми вариационными фор­мулами в классе Fp(alt. .. ,ат).Таким же путем можно получить вариационные формулы и для других классов многолистных функций.Горьковский инженерно-строительный институт им. В. П. Чкалова Поступило 30 III 1954
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