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Задача о неустановившемся течении вязкой жидкости в круглой 
цилиндрической трубе была впервые решена русским ученым, профес­
сором Казанского университета И. С. Громека еще в 1882 г. (Ч, хотя 
до последнего времени это решение приписывалось Шиманскому (2), 
который выполнил его на 50 лет позднее Громека.

Большой интерес представляет теоретическое исследование неуста- 
новившегося течения вязко-пластической среды в круглой трубе. 
Г. В. Виноградовым и А. А. Константиновым предложен капиллярный 
вискозиметр, позволяющий в результате одного замера получить кри­
вую течения во всем диапазоне градиентов скоростей (3) В этом при­
боре в капилляре осуществляется неустановившийся режим течения 
вследствие непрерывно изменяющегося давления пружины, которая 
при помощи штока вытесняет испытуемое вещество.

Рассмотрим неустановившееся течение вязко-пластической среды 
в трубе. Решение проведем на основании общих уравнений течения 
вязко-пластической среды, установленных автором (3):

р (Г — w) — Vp + r^v + V6 = 0, V-y = 0.

Допустим, что среда в момент t = 0 начинает двигаться в трубе 
радиуса R в направлении оси Oz, совпадающей с осью трубы. В этом 
случае компоненты скоростей в цилиндрической системе координат 
запишутся: уг = уч> = 0, vz=v(r,t), т. е. частицы среды движутся 
параллельно стенкам трубы. Компоненты тензора предельных напря­
жений, за исключением 9« = 9 = const, равны нулю; массовыми силами 
пренебрегаем; F— 0;-^- = = 0. Тогда уравнение течения запишется:

ду __ ^пл (д2у__ __________ 1 , 0
dt р \дг2 ' г dr J р dz ' рг ’ ' '

Очевидно, что. перепад давления-не зависит от коорди­
нат, а является функцией времени:

—<2»
_ JL = Zm (/) + z (3)

Заменяя согласно идеям Н. А. Слезкина и С. М. Тарга (4) в урав­
нении (1) dv J dt средним ускорением по поперечному сечению трубы

R
г? / If ду ,

~дГ^r, (4)
о
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получим:
F(t) = _Р_2_£ 

' ' Чпл г дг

Обозначая ® (t) = F(t) — ш(і) и интегрируя, будем иметь:

^ПЛ ‘ ' 4
е 

^пл 2*

Считая, что скорость среды на оси трубы конечна, получим: Сг = 0. 
Постоянную С2 определим из граничных условий: при r — R (/>0) 
v = 0 (среда прилипает к стенке). Тогда:

шл
г2 — R2

4
е 

^пл
(R-r). (5)

Для определения <р(£) найдем F(t) из (4). Определяя dv/dt из (5) 
и интегрируя (4), получим:

Fi/\ — р R2(dF д«>\

В вискозиметре конструкции Виноградова и Константинова давле­
ние с течением времени изменяется по экспоненциальному закону. 
Поэтому будем считать

р=рое~^, (7)
где р0 начальное давление при ^ = 0; а определяется из опытного 
графика р = р (t). Считая, что при z = 0 р = р^е-л‘, при z = L р = р„, 
где L длина трубы, рат можно считать равным нулю, получим:

^—<0, (8)

Уравнение (6), учитывая (8), запишется:

где ^ = р/?2 /6^пл.
+_Lp ,

dt ~ л р/. е

Интегрируя, найдем:
F(t) = C3e~^- <*Р<>

pL 1/^ —a e

тогда ®(^) C3e e где a — . Подставляя найденное
значение в выражение (5), будем иметь:

Р г2 — R2 ( роа \ Q
- v; {Сзе ' ~ е ) -т-^- (9)

z ^пл
Определим постоянную С3. Из начальных условий будем иметь:

при t = 0 v = 0. Тогда С3
ставляя С3 в уравнение (9),

определится: С3=^ + |^-^. Под­
получаем закон распределения скоростей:

И (е-«, _ _ Л (^ _ г) (1 _ (10)

Этот закон будет справедлив в зоне /?<г<г0, где г0- радиус 
квазитвердого сплошного стопора:

2£0 2Л0 ,Г^ = т=-ке^
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R
Расход среды определится: q = nr2va + dr, где при г = г0 

'о 
= до­

определив значение v0 из уравнения (10) и проинтегрировав, полу­
чим значение секундного расхода среды, вытекающей из трубы:

> 3 „пл (1 — е-'/Ч (И)

Значительный интерес представляет неустановившееся течение вяз­
ко-пластической среды при постоянном давлении.

Полагая, что р — const, будем иметь а = 0; тогда скорость из (10) 
определится:

v = р (R* — г*) 
^ПЛ

-«W/pR’— е

а секундный расход среды, текущей через трубу, будет:

<12>
где г0 = ЧЬ^Ір, L — длина трубы.

Теоретически полученный закон изменения секундного расхода 
вязко-пластической среды в зависимости от времени (И) эксперимен­
тально подтверждается кривыми зависимости q—f(£), полученными 
Виноградовым и Константиновым по исследованию неустановившегося 
течения консистентных смазок в капиллярах при переменном давлении, 
которое изменялось по экспоненциальному закону. Уравнения (И) и 
(12) будут справедливы и для всех других дисперсных систем, обла­
дающих вязко-пластическими свойствами, при неустановившемся ре­
жиме течения дисперсных систем в цилиндрических трубах.

Казанский химико-технологический институт Поступило
им. С. М. Кирова 7 XII 1953
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