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АНАЛИЗ СТАТИЧЕСКИ УСТОЙЧИВЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 26 / 1954)

Рассмотрим динамические системы вида
хг =

, dfi Wi . ,
Ть dxf непрерывны, I п, х0 = хп. (1)

Допустим, что функции fl заданы с точностью до некоторого 
класса*  вариаций, тогда может возникнуть следующая задача:

* Этот класс обусловливается конструктивными возможностями технической 
реализации систем (1).

** Мы будем говорить, что U (О) входит в область притяжения к О, если 
всякая фаза (т. е. движущаяся в F^ точка (xj (/)...........хп (/)), имеющая начальное 
положение (Xj (/0), ..., £ U (О), стремится к О при t ->■ со.

Требуется подобрать fi так, чтобы распределение траекторий
X; (Z) = 7] [t, Х^ &), • . . , Хп (/о)], І — I, • . . , И,

в фазовом пространстве FW = {(х1;..., хп)} удовлетворяло заданным 
условиям. Уточняя эти условия, получаем различные частные задачи 
для систем (1).

Задача подбора статически устойчивых систем (1) 
(задача статической стабилизации систем (1)). Подобрать систему (1), 
имеющую заданную окрестность U(О) точки покоя О, входящую в 
область притяжения**  к О.

Примечание. Практически целесообразно решать задачу с до­
полнительным условием dftlдхі-іфМ

Определение. Скажем, что замкнутая поверхность обладает 
односторонней проводимостью внутрь, если через всякую ее точку 
проходит траектория, продолжение которой, начиная с достаточно 
больших значений t, лежит внутри этой поверхности. Назовем такую 
поверхность «Л-оболочка» (или «оболочка Ляпунова»).

Пользуясь прямым методом Ляпунова, легко показать, что, если 
через каждую точку окрестности U(О) проходит некоторая Л-оболочка, 
внутри которой лежит О, то всякая фаза из И (О) стремится к О.

Рассмотрим параллелепипед, образованный точками
(хг,. .., хп)-, аг2<х(<аг1; аг2<0; ац>0; і=\,...,п.

Обозначим буквой g границу этого параллелепипеда и символом вц 
(соответственно St2) ту его грань, которая пересекает полуось X; > О 
(соответственно Xi < 0).

Лемма 1. Если система (1) удовлетворяет условию s\gnfi = 
= sign(—1)\ когда (хх,. .., хп) б Sik, иго g явлется Л-оболочкой в F 
системы (1).
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Доказательство. Каждая фаза, лежащая на g, смещается 
внутрь g, так как, если для нее хг>0 (xj < 0), то она лежит на $ц 
(Ъг), и, следовательно, согласно условию леммы, для неехг<0 
(х« > 0) ч. т. д.

Условимся называть «ящиком» границу всякого «-мерного парал­
лелепипеда, рассматриваемую как точечное множество. Вкладывая 
один ящик внутрь другого, можно заполнить некоторую ограничен­
ную двумя такими ящиками областьG. Если каждый ящик заполнения 
будет Л-оболочкой системы (1), то всякая фаза, лежащая при t = 0 
в области G, перемещается при возрастании t внутрь ящика, являю­
щегося внутренней границей области G (если эта внутренняя граница 
не стянулась в точку О*).

* В физических задачах обычно требуется обеспечить притяжение не к О, а к 
замыканию некоторой ее достаточно малой окрестности V(О). Следовательно, внутрен­
ний граничный ящик, вообще говоря, необязательно стягивать в точку.

Итак, нам надо распространить условие, сформулированное в лемме 
для одного ящика, на случай, когда ящики образуют некоторое се­
мейство.

Преобразуя координаты, придем к случаю, когда каждая грань 
любого ящика станет перпендикулярна некоторой оси и, 
следовательно, может быть обозначена символом Si^. Суммируя мно­
жества s,’h всех ящиков при фиксированных i и k и беря открытое 
ядро суммарного множества, получаем область Sth.

Лемма 2. Если sign/г = sign (—l)ft, когда (хъ ..., хп) £ Stk, i = 
= 1,..., п, k = 1,2, то каждый ящик заполнения будет Л-оболочкой.

Доказательство. Каждый ящик заполнения удовлетворяет 
условиюлем мы 1, ч. т. д,

Остается указать такой способ заполнения данной области ящиками, 
который облегчает проверку условия леммы 2.

Символом обозначим координатную плоскость Xk = 0,
k = 1,2,... , i — 2, i + 1,... , п’, i = 1, •.. , n, причем полагаем Р^ = Р1іП-

На каждой плоскости Р,,і-і (і =/= 2) проведем кривую Lt, являющуюся 
графиком непрерывной монотонной функции АДхД, причем А,(0) = 0. 
Кроме того на Л,л проведем кривую ©, являющуюся графиком непре­
рывной монотонной функции ©(xj, %i>0, причем © (0)=0, ^(Xj) /-'(XjX 0. 
Теперь всякой точке (ап,0,... ,0) на полуоси можно сопоставить 
точку (а12,0,. .. , 0) на полуоси хх<0 такую, что L1(a12) = ср (ап). 
Каждая пара чисел (яп, я12) определяет на Р1п прямоугольник 7(ап) с 
вершинами

(аи> ^-1 (аи))> (аи> ?(ап))> (а12> ^-1 (аи))> (а12 Д1 (а12))-

Пересечение уДяц) с полуосью х„>0 определяет точку ал, a 
пересечение с полуосью хл<(0 определяет точку ял2.

Числовая пара (ял1, ал2) определяет на Pn,n-i прямоугольник ч(ап) 
с вершинами

(ял1, Ал(ял1))> (яЛ1, ^л(яЛ2))> (яЛ2, ^-Л (аЛ1))> (ал2> ^-л(аЛ2)).

Прямоугольник 7л(ац) аналогичным образом определяет пару точек 
на оси хя-1 и т. д. Найдя пары (сщ, яі2) и прямоугольники fi(au) для 
всех 1=^2, определяем Т2(х2) как функцию, удовлетворяющую ус­
ловию і2(я2л) = «іл. & = 1>2> чт0 Дает возможность аналогичным 
образом построить f2(au).

Изменяя au в пределах 0 <C#nXau < Дц, мы образуем на каж­
дой плоскости Рщ-ъ і= ,л, семейство прямоугольников ^(ац). 
Те стороны прямоугольников fiXi)» ап < яп < Дп, i — 1,... , п, для 
которых Xi = aik, заполняют на Pt,i-i область Точки (а11, о,,°) 
и (Дп,0,... ,0) вышеуказанным образом определяют для каждой ко­
ординаты Xi пары (а^, ой2) и(Дц, Д;2).
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Пусть GA = [(xlt..., хп)}, где Л,-2< Ga = {(хп .. . , х„)},
где ац < X; < ац. Область GA— Ga обозначим буквой G.

Теорема. Если sign/; = sign(— 1)\ когда (0,...,0, х^, xit 
О,... , 0) б Eift> то через каждую точку из _ G проходит некоторая 
Л-оболочка.

Доказательство. Каждая точка (ап,'0,..., 0) определяет не­
который ящик, проходящий через эту точку и разбивающий На 
две части — внутреннюю по отношению к этому ящику и внешнюю. 
Беря произвольную точку а € О, находим на оси ^>0 две точки а' 
и а" такие, что а лежит вне (внутри) ящика g' (g"), определяемого 

точкой а' (а"). Сближая точки а' и а" с сохранением их свойств, мы 
определяем точку b как дедекиндово сечение на оси хх. Точка b 
определяет ящик gb, который, очевидно, будет нести на себе точку 
а, так как каждое семейство тДац) (л=1,.. . ,п) непрерывно заполняет 
область, получающуюся от пересечения G и Рі,і-ь Итак, через каждую 
точку области G проходит некоторый ящик. Все они будут Л-оболоч- 
ками на основании леммы 2, ч. т. д.

Эта теорема примечательна тем, что выполнение ее условий легко 
проверить. Действительно, все ft непрерывны, их нулевые уровни 
являются цилиндрическими поверхностями и о распределении знаков 
fi можно судить по расположению следов этих поверхностей на со­
ответствующих плоскостях Рі,і-! и знакам/, в нескольких (для нашей 
цели достаточно двух) контрольных точках. О расположении областей 

легко судить по виду кривых Li.
На рис. 1 изображен пример выполнения условий теоремы в слу­

чае п = 3 (штриховка, имеющая вид гребешков, поставленных около 
нулевых уровней ft = 0, указывает, где /<(0).
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Следствие. Если для fi системы (1), i — 1,3,.. ., п, в окрест­
ности £/(0) = {(х1, ...,хп)}, Ді2<хг<Лгі, Аа<0, Да>0,г = 1,2,...,«, 
выполнены условия: 1) /;(0,0) = 0; 2) пересечение нулевого уровня 
каждой функции /; и плоскости Рі,і-і расположено в некоторой паре 
несмежных координатных углов плоскости Рі,і—i вне сектора Xi 
= kxi,\k\<Zz, где г-некоторое произвольное положительное число; 
3) Xifi^xt, 0)<0, то система (1) может быть стабилизирована 
выбором распределения знаков /2, так как условия 1)—3) и этот 
выбор очевидным образом в состоянии обеспечить выполнение усло­
вий нашей теоремы в области £7(0), т. е. при аг1 = а12 = 0. Ц, if=2, 
выбираем в секторе х kxi,\ k\<fe, в тех же квадрантах плоскости 
Pi,i-i, в которых лежат направляющие цилиндрических поверхностей 
fi = 0. Затем, как указывалось выше, определяем L2. Все Д, i =р 2, в 
силу наложенных требований, уже удовлетворяют условию теоремы. 
В соответствии с теми же условиями подбираем f2.

Пример для « = 3 изображен на рис. 2.
Примечание 1. Следы линий Д = 0 на Рщ-т называются в тех­

нике равновесными характеристиками, находятся путем лабораторных 
измерений и имеют определенную погрешность. В связи с этим отме­
тим, что полученные нами результаты являются достаточно инвари­
антными. Можно не только утверждать, что они сохраняются прц 
«достаточно малых» вариациях fi = 0, но даже определить, при каких 
именно.

Примечание 2. Очевидно, характер притяжения при выполне­
нии условий теоремы таков, что уменьшается монотонно.

Линейная система устойчива тогда и только тогда, если сущест­
вует семейство эллипсоидальных Л-оболочек. Для каждой такой 
системы может быть указано множество близких к ней нелинейных 
систем, имеющих Л-оболочками то же самое семейство эллипсоидов. 
При достаточно больших отклонениях нелинейных систем от линей­
ных эллипсоидальное семейство перестает быть семейством Л-оболо- 
чек; если система все же устойчива, то ее Л-оболочки надо искать 
среди поверхностей, более или менее отличающихся от эллипсоидов.

Мы описали (см, теорему) вид систем (1), которым соответствует 
семейство ящиков, и в одном широко распространенном частном 
случае указаны условия, когда соответствующее семейство ящиков 
наверняка найдется (см. следствие).

Поступило 
26 VI 1953
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