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Выполнен теоретический анализ явления автомодуляции в нелинейной схеме с управляемой ин-
дуктивностью. Анализ электрических режимов работы цепи осуществлен макроскопическим мето-
дом. Получены дифференциальные нелинейные уравнения управляющей и управляемой цепей. Эти 
уравнения решены методом медленно меняющихся амплитуд. Полиномиальная аппроксимация основ-
ной кривой намагничивания сердечников позволила получить сравнительно несложные расчетные 
соотношения, которые соответствуют процессам, наблюдающимся на опыте. Таким образом, по-
лучена теоретическая модель явления автомодуляции, выявлены его причины и особенности. Модель 
имеет методические достоинства для преподавания курса теоретических основ электротехники.  
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A theoretical analysis of the self-modulation phenomenon in a nonlinear circuit with controlled induc-
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Введение  
В сороковых-пятидесятых годах XX в. началось широкое внедрение магнитных 

устройств автоматики: магнитных усилителей, преобразователей частоты, генерато-
ров электрических колебаний. Все эти устройства основаны на катушках индуктив-
ности с ферромагнитными сердечниками, которые обладают нелинейными характе-
ристиками. Следовательно, в этих устройствах происходят нелинейные колебания. 
Было выполнено значительное число работ по исследованию нелинейных режимов 
работы указанных устройств. В частности, исследован режим автомодуляции,  
т. е. периодического или квазипериодического самопроизвольного изменения ам-
плитуды колебаний во времени [1–3].  

К концу XX – началу XXI в. применение магнитных устройств в автоматике по-
шло на убыль. Соответственно, новые исследования по этой тематике, в том числе 
исследования режимов автомодуляции, стали публиковаться крайне редко. Однако 
обострилась проблема качества электроэнергии [4]. В этой связи анализ автомодуля-
ционных режимов, возникающих в устройствах энергосистем, сохраняет актуаль-
ность, так как такие режимы недопустимо ухудшают качество электрической энер-
гии [5].  

Основой для исследования автомодуляции в технических устройствах является 
выявление особенностей и существенных свойств этого явления с помощью теоре-
тической модели. Тем не менее теоретические модели, представленные в литератур-
ных источниках [1–3], имеют существенные недостатки. В них применена аппрок-
симация характеристик нелинейных катушек индуктивности гиперболическим 
синусом, что требует привлечения в расчетах функций Бесселя мнимого аргумента. 
Результаты расчетов громоздкие, из них остается неясным  факт возникновения ав-
томодуляции, а особенности этого явления не устанавливаются. Расчетные зависи-
мости представлены в плохо обозримой графической форме. Все это затрудняет ис-
следование автомодуляции, как для практических приложений, так и в целях 
преподавания. 

С другой стороны, в [5] для анализа сложных цепей с управляемыми индуктив-
ностями предложен макроскопический метод (макрометод), являющийся развитием 
метода медленно меняющихся амплитуд (метода ван дер Поля) применительно к не-
линейным схемам с несколькими цепями. Метод ван дер Поля является одним  
из фундаментальных методов теории колебаний [6]. Из всех методов, основанных  
на принципе малого параметра, метод ван дер Поля отличается большей простотой  
и легкостью применения [5, 7]. 

Поэтому в работе поставлена цель – осуществить анализ явления автомодуляции 
в модельной электрической схеме макроскопическим методом. При этом использо-
вать такую аппроксимацию характеристик нелинейных индуктивностей, которая по-
зволит упростить расчеты, исключить применение специальных функций и получить 
результаты с ясным физическим смыслом. 

Описание модельной электрической схемы  
Для анализа режима автомодуляции в статье рассматривается  модельная элек-

трическая схема с управляемой индуктивностью. Конструкция схемы основывается 
на схемах, рассмотренных в [5], и приближена к практике эксплуатации электриче-
ских установок. Схема состоит из двух ферромагнитных сердечников. Сердечники 
имеют рабочие обмотки и общую управляющую обмотку. Рабочие обмотки включе-
ны последовательно друг с другом и с мостовым диодным выпрямителем. Выпрям-
ленное напряжение с выхода выпрямителя питает управляющую обмотку. Управ-
ляющая обмотка, выпрямитель, настроечный резистор и конденсатор образуют 
управляющую цепь.  
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Модельная схема питается от генератора переменного синусоидального напря-
жения с известными круговой частотой и амплитудой напряжения. Таким образом, 
последовательное соединение рабочих обмоток и генератора образует управляемую 
(рабочую) цепь. Модельная схема представлена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Модельная схема для исследования явления автомодуляции 

Для расчета режимов работы данной схемы используется макроскопический ме-
тод, который заключается в составлении независимых нелинейных дифференциаль-
ных уравнений для управляющей и управляемой (рабочей) цепей и решении этих 
уравнений последовательно. Для решения уравнений применяется наиболее адек-
ватный метод. В данном случае таким методом является метод медленно меняющих-
ся амплитуд [5–7]. 

Дифференциальное уравнение управляющей цепи и его решение 
При выводе уравнения для управляющей цепи предполагается, что напряжение 

на выходе выпрямителя медленно меняется во времени. Тогда на основании второго 
закона Кирхгофа для одноконтурной управляющей цепи имеем: 
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где   – потокосцепление, Вб; i – ток в цепи, А; R – сопротивление резистора, Ом;  
С – емкость конденсатора, Ф; t – время, с; выхu  – выходное напряжение выпрямителя, В. 

Предполагается, что  
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где кw  – число витков управляющей обмотки; S – площадь сечения сердечника, м2; 

0B  – магнитная индукция в сердечнике, Тл. 
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Предполагается, что зависимость выходного напряжения от магнитной индукции 
управляющей обмотки имеет вид [5]: 

   ,3
020100вых BbBbbBu     (3) 

где ,0b  ,1b  2b  – константы. 

Вводятся параметры: 

 ,
1

к
1

к
1 Sw

Ra
b

Sw
k   ,

к
3 SCw

a
k   .

3

1

2
2 Rab

b
k


  

Также вводится нормированная неизвестная величина: 

 .02 Bkx   

Подстановка (3) в (2) с использованием параметров и нормированной неизвест-
ной позволяет привести (2) к уравнению ван дер Поля: 
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Исследование уравнения (4) методом фазовой плоскости [8] показывает, что  
в цепи, описываемой данным уравнением, могут возникать незатухающие колеба-
ния. В [5] получено решение уравнения ван дер Поля (4) методом медленно меняю-
щихся амплитуд и показано, что установившееся решение имеет вид .sin2 3tkx   То-

гда решение уравнения (2) в денормированной форме имеет вид .sin
2
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Отметим, что уравнение (2) приведено в [5], но решение его не получено. 

Дифференциальное уравнение управляемой цепи и его решение 
На основании второго закона Кирхгофа для контура управляемой цепи уравне-

ние цепи имеет вид: 

   


tUiR
dt

d
m sinк ,       (5) 

где кR  – сопротивление рабочих обмоток, Ом; mU  – амплитуда напряжения генера-

тора, В; ω – круговая частота, рад/с; φ – угол сдвига фаз между напряжением генера-
тора и током рабочих обмоток, рад. 

Потокосцепление в рабочих обмотках, включенных последовательно, 
   twSBt 2 . 
В статье использована полиномиальная аппроксимация основной кривой намаг-

ничивания ферромагнитного материала сердечников [5]: 

 3
21 BaBaH  ,    (6) 

где H – напряженность магнитного поля в сердечнике, А/м; ,1a  2a  – коэффициенты 
интерполяционного полинома. 

Ток в рабочей обмотке и напряженность магнитного поля связаны законом пол-
ного тока [5]. При этом следует учесть, что в одном из сердечников векторы магнит-
ной индукции от управляющей и управляемой цепей направлены одинаково, а в дру-
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гом сердечнике – противоположно (рис. 1). Тогда выражения закона полного тока 
для рабочих обмоток имеют вид: 

     ;3
0201кк1111 mm BBaBBalHlwiwi        (7) 

     ,3
0201кк1212 mm BBaBBalHlwiwi        (8) 

где ,11i  12i  – токи в рабочих обмотках, А; кi  – ток в управляющей обмотке, А; ,11w  

12w  – число витков рабочих обмоток; l – длина средней линии сердечника, м; mB  – 

магнитная индукция в сердечниках, созданная током рабочих обмоток. Причем  
,1211 iii   так как рабочие обмотки включены последовательно. 

После возведения в куб и раскрытия скобок выражения (7) и (8) можно почленно 
сложить, что дает: 

       ,262 3
2021 tBatBBatBaliw mmm    (9) 

где w – сумма витков рабочих обмоток. 
Выражение для магнитной индукции рабочих обмоток ищем в виде   .sin ttBB mm   

При этом учитываем только первую гармонику, поэтому     .sin
4
3

sin 333 ttBttB mm   

Тогда для тока в рабочих обмотках справедливо соотношение 
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Выражение (10) показывает, что в цепи действительно происходит автомодуля-
ция, т. е. периодическое изменение амплитуды тока управляемой цепи во времени. 
При этом зависимость амплитуды тока от времени значительно более сложная, чем 
при амплитудной модуляции в радиотехнических схемах [9]. Этот вывод о форме 
изменяющейся амплитуды соответствует результатам, полученным в [1, 5] путем 
аппроксимации основной кривой намагничивания материала сердечников гипербо-
лическим синусом. Следовательно, оба метода аппроксимации приводят к  качест-
венно сходным выводам. 

Для решения уравнения (5) применяется метод медленно меняющихся амплитуд.  
В соответствии с этим методом [5, 8] предполагается, что амплитуда магнитной индук-
ции рабочих обмоток меняется значительно медленнее, чем электрический угол .t   
Тогда первой производной амплитуды магнитной индукции можно пренебречь, и пер-
вая производная потокосцепления по времени приближенно равна: 

   .cos2 ttwSB
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    (11) 

В (5) подставляем выражения (10) и (11). После чего к уравнению (5) применяется 
принцип гармонического баланса [5]. Таким образом, получается система уравнений: 
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Уравнения системы (12) возводятся в квадрат и складываются почленно. После 
этого получается уравнение шестой степени для медленно меняющейся амплитуды 
магнитной индукции: 

             

























 tBtBaa

w
lR

tBtBaa
w

lR
Sw mm

42
021

2

к222
021

2

к2 623622       

   .
4
9 62

2

2

к
mm UtBa

w
lR







              (13) 

С помощью подстановки    tBtB mx
2  степень уравнения понижается до третьей: 
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Чтобы осуществить расчет по этому уравнению, следует для определенного мо-
мента времени t найти значение магнитной индукции поля управляющей обмотки по 
полученному выше решению. Затем это значение подставляется в уравнение (14)  
и находится значение магнитной индукции поля управляемой обмотки путем реше-
ния алгебраического уравнения, в частности, по известной формуле Кардано. К со-
жалению, аналитическое решение уравнения имеет громоздкую форму, и привести 
его в статье затруднительно. Зная значение магнитной индукции, можно найти ток  
в управляемой обмотке по формуле (10). 

Заключение 
Полученные в статье результаты позволяют сделать следующие выводы. 
При решении нелинейных дифференциальных уравнений модельной схемы с ис-

пользованием полиномиальной аппроксимации основной кривой намагничивания 
ферромагнитных сердечников режим автомодуляции выявляется. Следовательно, 
указанная аппроксимация правильно описывает физические процессы в схеме.  

Применение закона полного тока к рабочей обмотке нелинейной управляемой 
индуктивности позволяет выявить режим автомодуляции амплитуды тока в рабочей 
обмотке схемы. Причем из полученного расчетного соотношения для тока ясно вид-
но, что амплитуда тока меняется во времени. Это явное выражение оказалось воз-
можным получить благодаря более простой аппроксимации основной кривой намаг-
ничивания. Также расчетное соотношение показывает сложный характер изменения 
амплитуды тока во времени, что соответствует результатам [1–3]. 

Последовательное решение уравнения ван дер Поля для управляющей обмотки 
показывает наличие медленно меняющейся амплитуды магнитной индукции в цепи. 
Эти медленные изменения амплитуды являются одной из основных причин возник-
новения автомодуляции наряду с нелинейными свойствами сердечников катушек. 
Применение метода ван дер Поля для решения дифференциального нелинейного 
уравнения рабочей обмотки позволяет получить расчетное уравнение для магнитной 
индукции в сердечниках. 

Полученные расчетные соотношения значительно проще, чем в [1–3], и не тре-
буют графических построений. 
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Следовательно, можно заключить, что в статье разработана теоретическая мо-
дель автомодуляции в нелинейных электрических цепях с управляемой индуктивно-
стью. Модель выявляет причины автомодуляции, дает математическое описание 
процессам модуляции и позволяет рассчитать ход процесса. Поэтому можно пола-
гать, что она имеет такой же научный уровень, что и модели нелинейных колеба-
тельных процессов, представленные в [6].   

Необходимо отметить, что сравнительно простой математический аппарат модели 
дет возможность применения ее в курсе теоретических основ электротехники, как  
для изучения явления автомодуляции, так и для освоения одного из фундаментальных 
методов теории нелинейных колебаний – метода медленно меняющихся амплитуд. 
Поэтому представленная модель имеет и существенные методические достоинства, 
позволяет обеспечить и углубленную теоретическую, и практико-ориентированную 
подготовку студентов энергетических специальностей.  
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