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§ 1. Обозначим через Nw число частиц в данной точке q с им­
пульсом р. Тогда функция Гамильтона для системы N частиц с парным 
взаимодействием

р?
2 ф(іф —фі) (О

l<i<W l<i<7<W
может быть представлена в виде
Н = j ~ Kqpdq dp + -у $ Ф (| q — q' |) ATqp ■ N^dq^dq dp dp — уФ (0)M (2)

В эквивалентности выражений (1), (2) можно убедиться, если, 
например, в классическом случае положить

N4P= 2 8(Ч —чО8(р —Pi)- (3)
l<i<W

В квантовом случае, вследствие корреляции между координатами 
и импульсами, выражение для принимает более сложный вид:

Л7ЧР = 3' Wq - у (qi + e-iT(p-Pi) dz. (4)

Как и в классическом случае, интегралы от Ачр
лч = ^чр^р= 3[8(ч—ф); «р = ^чр^ч = з8(р-ро (5)

■определяют, соответственно, число частиц в данной точке q и число 
частиц с данным импульсом р. Подстановка выражения (4) в выра­
жение (2) снова приводит к выражению (1), но уже для операторов. 
Следует отметить, что представление функции Гамильтона в виде 
(2) предполагает тождественность частиц, чего нет в представле­
нии (1). Уравнения Гамильтона в рассматриваемом представлении имеют 
вид:

р = --JJoGq^q'OA^ (6)

§ 2. Связь с методом функции распределения. Срав­
нивая выражения для среднего значения, например, функции Гамиль­
тона, полученные при помощи функции распределения /(qx... qv ; 
Pi... р^ и функции распределения F(... A<qp...) чисел 2V можно 
получить соотношения между функциями распределения и средними 
•значениями чисел Например, в классическом случае

A7i(qp)= А^7, (7)
N(N— l)/,(q, q', р, р') =AfqpWq,p, — o(q —q')o(p —р')Ач7, (8) 

43



где черта означает усреднение при помощи функции ^(... ^qp ...) по 
числам Л^р. В квантовом случае выражение (8) сложнее и имеет 
следующий вид:

— i)A(q, q', Р, р') =

= - р (ч+4*;  -(ч' -4 *;))  x

* Мы не учитываем первого члена правой части.

x giT^-pJ+i^-n-p') (gy

При h—>0 оно переходит в выражение (8).
§3 . Уравнение для 7Vqp.

^ЧР ] P^qp 
dt m Oq

- Шф (1 q ~q'1} Wp/ “ =0 (1O>
получается из условия непрерывности и уравнений (6). Соответству­
ющее квантовое уравнение для ^qp может быть получено или из 
уравнения, связывающего квантовые функции распределения /x(q, р); 
/2 (q, q, Р, р ) и выражения (9), или методом квантования, рассмотрен­
ным в работах 2). Оно имеет вид

=*  S [ф !) - ф ^-р)^ +
+ "И[Ф (^-ч'-тЧ)-

- Ф Qq - q' + У Ат |)J е^-Р) dz d^ d^' = 0. (11).

Уравнения (10), (11) по внешнему виду напоминают классическое 
(3) и квантовое (х) уравнения с самосогласованным полем для функции 
распределения, однако они различны по существу. Действительно, 
классическое и квантовое уравнения с самосогласованным полем для 
функции распределения являются приближенными уравнениями, по­
лучаемыми из уравнения для функции распределения системы 
/(qi • • • q^v, Pi • • • РдгО в предположении мультипликативности (2) по­
следней или как первое приближение при разложении по малому 
параметру (4,8) и служат для статистического описания систем вза­
имодействующих частиц. В противоположность этому ^qp не является 
функцией распределения (или функцией, описывающей частицу, раз­
мазанную в 6-мерном пространстве (3)). ^qp есть число частиц. По­
этому описание поведения системы при помощи, например, уравне­
ния (10) является динамическим и не включает элементов вероят­
ности. Описание поведения системы при помощи уравнения (11). 
соответствует квантово-механическому описанию. Для решения ста­
тистических задач на основе рассматриваемого представления помимо 
решений уравнений (10), (11) надо знать функцию распределения 
чисел ^qp. Однако при абсолютном нуле уравнение (11) дает исчерпы­
вающее решение задачи. Поэтому, например, вопрос о возможном 
спектре возбуждений в рассматриваемой системе может быть решен 
на основе исследования решений уравнения (11).

§4 . Спектр элементарных возбуждений. Уравнение 
(И) имеет приближенное  решение М.р, соответствующее однород­
ному распределению по координатам. Положим

*

 Л^чр = ЛГор + Мю Мр<^ор. (12>
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Используя выражение (12), получаем линейное уравнение для 
Nqp, решая которое аналогично тому, как это сделано в работе О, 
получим выражение, определяющее спектр возможных возбуждений 
рассматриваемой системы, т. е. связь между энергией Е и импульсом 
р возбуждения:

1 = JiU ~ ^р'-^р (J 3)
9'^~Е

где = j Ф (| q |)eip4//i dq.

Для случая статистики Бозе NOp = и03(р), тогда из (13) получим 
выражение для спектра

^=v(pM)n° (14)
т г кт* ’ 4 7

совпадающее с выражением, полученным Н. Н. Боголюбовым в ра­
боте по сверхтекучести (в,7) путем применения теории возмущений 
в методе вторичного квантования.

Для систем, подчиняющихся статистике Ферми, 7V0,p = 2 /(2тгД)3 
при р<р0-, М,Р = О при р^>р0. При этом из выражения (13) нахо­
дим спектр возбуждений для фермиевской системы

2 /,о = _ 1 । т* Шг ~ р^-Х— (pop V] in £ + Ч^р/т _
3mnov^ 2Р»Р3 2mJ \ т / J П Е~(Р<> — ЧгР)Р I т

- [Гд- П2- У! in • (15)Ik 2т) \т )\ Е—(р0+1/2р)р1т\ 4 7

Выражение (15) представляет обобщение результатов работы (8), 
в которой методом вторичного квантования исследован спектр ферми­
евской системы в одномерном случае, а также работы (9), в которой 
спектр возбуждений фермиевской системы исследуется методом 
«лишних переменных».

Для длинных волн из выражения (15) получаем следующее выра­
жение для спектра фермиевской системы:

2
„8 _ ПОУ (р / h) 2 3__Р« 2

т / Г 5 miP т ‘ • • (16)

При отсутствии взаимодействия (у (р/ Л) —>0) из выражения следует 
возможность существования сразу пары возбуждений в фермиевской 
системе, энергия которых определяется выражением

р _ РІ Ро . р _ Ро Рг / /17Ч
Е^~ 2т~ 2т' Р1> Р»> Е*~ 2Д~ 2^ > Р1<Р^ (Ь)

где + П А=А~А
Таким образом, выражение (16) определяет возбуждения бозев- 

ского типа, а выражение (17) — возбуждения фермиевского типа в 
системе взаимодействующих частиц, подчиняющихся статистике 
Ферми.

Отметим, что выражение (13) для спектра возможных возбуж­
дений было ранее получено автором настоящей статьи совместно с 
В. П. Силиным (х) путем исследования решения квантового кине­
тического уравнения с самосогласованным полем. Однако в указан­
ной работе оставался неясным вопрос о степени применимости исход­
ного уравнения. В настоящей работе этот вопрос отпадает.

45



§ 5. Связь с методом вторичного квантования. 
В квантовом случае можно представить .'Vqp в виде:

^чр = j Ф+ (ч~ у Ф(ч + 4^e~iTp (18)

или
дгчр = (19)

откуда
«ч = Ф+ (ч) Ф (Ч), «р = ?+ (р) ? (₽)•

Если подставить выражение (9) в функцию Гамильтона (2), то 
получим выражение для функции Гамильтона в представлении вто­
ричного квантования

Н = ^+Дчф£/д + у^+(ч)ф+(ч')Ф(ІЧ — Ч |)Ф(Ч )Ф(Ч)^Ч^Ч (20) 

при условии, что ф+ и ф являются операторами, удовлетворяющими 
перестановочным соотношениям

Ф (Ч) Ф+ (ч) ± Ф+ (ч') Ф (ч) = 8 (ч — ч')-
Подобным же образом, подставляя в уравнение (11) выражение 

(9) для ^р, получим уравнения для операторов ф+ и ф.
Одно из преимуществ рассматриваемого метода заключается в 

том, что в нем мы имеем дело с числами, а не с операторами. Для 
A^qp можно написать перестановочное соотношение. Оно имеет следу­
ющий вид:

- S 8 (чх - 42 + 4 + Ц N + + х

х е-М^-рО-Мд-Р.) d^d^d^ =

= Л^Ч2Р2 ■ ^qlp1 - J 8 (р2 - Ч1 + 7^6 , ^)х

X g—‘’ito—рЭ—рэ d-^d^d'q

и выражает лишь тот факт, что бинарная функция не меняется при 
перестановке частиц, т. е. при А ДА- Уравнение (11) имеет
одинаковый вид как для случая статистики Бозе, так и для случая 
статистики Ферми. Различие между статистиками выражается лишь 
в характере решений уравнения (11).

Рассматриваемый метод применим и для случая взаимодействия 
более общего типа, чем рассмотренный выше,—например, для элек­
тродинамического.

Московский авиационный технологический Поступило
институт 15 I 1954
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