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§ 1. Задача о сжатии (растяжении) пластичного слоя, имеющая 
важные приложения, была предметом многих теоретических (из кото­
рых назовем работы по плоской задаче (1-3)) и экспериментальных 
исследований. В приложениях широко используется приближенное 
решение осесимметричной задачи с теми или иными небольшими 
изменениями (см., например, (4,6)).В упомянутых решениях касательные 
напряжения на поверхности слоя считаются постоянными (1-3) или свя­
занными законом Кулона с нормальным давлением (4,5). В связи с этим 
возникали трудности интерпретации полученных решений в начальной 
стадии развития пластических деформаций. Укажем, в частности, на 
два важных вопроса: изучение напряженного состояния в пластичном 
спае и развитие разработанного недавно А. Л. Немчинским метода 
определения сопротивления отрыву у пластичных металлов посредством 
испытания на растяжение тонкого слоя из испытуемого металла, сплав­
ленного с прочными частями. Здесь следует рассматривать смешанные 
краевые условия, задавая на поверхности контакта смещения.

Настоящая работа посвящена осесимметричной задаче этого типа.
§ 2. Рассмотрим образец, состоящий из двух прочных цилиндри­

ческих частей (диаметр 2а), соединенных между собой круглым диском 
(диаметр 2а, толщина 2А) из испытуемого металла. При этом х=А/а<^1. 
Так как различие в коэффициентах упругости обоих материалов не­
велико (для сталей), то в дальнейшем принимается их равенство. 
Тогда при растяжении в пределах упругости образец находится в со­
стоянии равномерного одноосного растяжения. При достижении пре­
дела текучести материала диска последний сразу и полностью пере­
ходит в пластическое состояние. С развитием пластических деформаций 
напряженное состояние диска все более отклоняется от равномерного 
растяжения и приобретает сложный пространственный характер.

Введем цилиндрические координаты p — r/а, ф, £ = z / а, причем z 
отсчитывается от срединной плоскости диска. Касательные напряже­
ния ^=^2 = 0.

Для безразмерных напряжений ar^ar/as,
Iгде as — предел текучести при растяжении (^ = ]/з тД диф­

ференциальные уравнения равновесия и условие пластичности Мизеса 
имеют вид:

ЙО, ° г   а„ 1 дт

(° г - ^)2 + - аг)2 + ^z- аг)2 + 2г2 = 2 ■ (3)
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На боковой поверхности диска, свободной от напряжений, должны 
выполняться краевые условия

4-, = °: W

'U = °- (5)

Сумма напряжений ~2 равна растягивающей силе Р, т. е.

2^2pdp=p (р=-^^. (6)
О

Относительное изменение объема г и среднее давление а связаны 
законом Гука (£— коэффициент объемного сжатия) s = 3Pa. Вводя 
безразмерные смещения и — «//г0, — w/«0> где = О'—число
Пуассона, Е — модуль Юнга), приведем последнее уравнение к виду 

ди . и , dw -г, , . . г-г 1 — 2v \
W + 7'+ 77 = А + аф + г = —*— /

Остальные соотношения теории упруго-пластических деформаций 
запишем в форме 

ди и и dw dw ди ди , dw
W Р = 7 57 = 7g Ж = Кз +

стг —°<?~az °z~°r 2 т
Смещения и, w должны удовлетворять краевым условиям при 

С = Ч-х:
« = —рр; (9)
w — (10)

где параметр с определяется уравнением статической эквивалент­
ности (6).

Ищем решение, вследствие малости С, в форме

^ = #(р)“’ (И)

где /?(р)— неизвестная функция. Тогда из (2) получаем

= + + 02)

где 5 (р) — произвольная функция. Рассмотрим теперь соотношения (8) 
на плоскостях контакта С = ±х-

В силу краевых условий (9), (10) имеем
_   dw dw ди

о = р 5g = ~а^+р Кз 7g
^z-^r 2 ’ ’ ;

Отсюда вытекает, что на плоскостях контакта ~г = следова­
тельно, условие пластичности здесь имеет вид

^z — ^r = Vl—P2. (14)
Далее, при С = ±х из дифференциального уравнения равновесия (1) 

и граничного условия (4) находим Яг|с=±х и, сравнивая его с (12), 
определяем функцию S (р). Таким образом,

. * + (is)
У Зх J 2КЗх W Р / V '

р

250



Условие ог—-% имеет место при ч = ±х и на оси р = 0; так как 
диск тонкий, то естественно принять, что всюду и тогда из
дифференциального уравнения равновесия (1) получаем

°'=v^\Rdt- <16>

р

Далее, уравнение объемного сжатия (7) на плоскостях С = ±х 
таково:

- 2р + J d? +
р

Внося сюда dw/dZ из (13), получаем при С = +х

о„ , КУ F1-/?2 ди Т^З f п / ,Г7-----— Зр + ~2------- я-----+ /1 — R )■ (17)
р

Рассмотрим теперь первое из соотношений (8):
ди и_ ~\( dw и\ ~
др р I — аф J \ Р / ’

Компоненты деформации имеют порядок 1, множитель в квадрат­
ных скобках — малая величина, следовательно, —--«0; но тогда 
и=С(С)р, где С (')— произвольная функция. Вычисляя теперь du/ d', 
и внося в (17), получаем

= (18)
р

где положено ? = (dC / dQ^. Отсюда находим
dR _ /?(1 — r^ + xrz VT^R^
dp' р — P-R3 ’ 11у1

где обозначено l = 2k/^, = 2k / Условие статической эквива­
лентности в развернутом виде таково:

1 . 1 _________

2 Rd? + Vl _^\pdp = p. (20)** v г О d у
0 Р

Полагая в (17) р= 1, найдем связь между р и А?(1).
§ 3. В первом приближении можно в (19) пренебречь слагаемыми 

с множителями X, р. Тогда
R-~^P - ,

И 1 + С2Р2

где С — произвольная постоянная, определяемая по условию (20).
Во втором приближении, вполне пригодном для приложений, 

отбрасываем малое слагаемое pR3 в знаменателе; тогда решение сво­
дится к квадратурам.

В общем случае уравнение (19) интегрируется одним из численных 
методов; так как р = 0 является дикритическим узлом, то нужно 
задавать (dR/dp)p=0 и из построенного семейства интегральных кри­
вых выбрать ту, которая удовлетворяет (20).

Касательное напряжение R на линиях контакта является монотонно 
возрастающей от нуля функцией р. Для тонкого слоя максимум R 
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составляет небольшую долю единицы и приближается к ней с возра­
станием р. Следует полагать, что вблизи р = 1 имеется узкая погра­
ничная зона, в которой происходит падение R (подобно тому,как это 
имеет место для решения Прандтля f)).

Нормальное напряжение az — наибольшее, имеет максимум при 
р = 0 и монотонно снижается к значению 1 на контуре, причем 
в центральной части диска az практически изменяется мало; здесь 
возникает напряженное состояние, приближающееся по своему харак­
теру к всестороннему равномерному растяжению, интенсивность кото­
рого растет вместе с р.

Поступило
23 II 1954
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