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АВТОМОРФИЗМЫ МАТРИЧНЫХ ПОЛУГРУПП

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 18 Ill 1954)

Обозначим через Frn (1 г ^п) совокупность всех квадратных 
матриц порядка п с элементами из тела F, ранг которых не превосхо­
дит г. Совокупность этих матриц является полугруппой относительно 
умножения. Гомоморфизмы полугрупп Frn были рассмотрены А. И. Маль­
цевым С1). В настоящей заметке находятся автоморфизмы Frn. Авто­
морфизмы группы Fn всех неособенных матриц с элементами из тела 
F при п^-3 известны (2). Автоморфизмы полугрупп Frn оказываются 
более простыми. Именно, имеет место следующая основная теорема:

Теорема 1. Каждый автоморфизм 0 полугруппы Frn (п^2, 
1 г п) имеет вид

||%i7||0 = S||4y||S-',

где S — фиксированная невырожденная матрица из Fn, а ф — авто­
морфизм основного тела.

Доказательство сначала проводится для п = 2, а затем при 
помощи индукции распространяется на общий случай.

Лемма 1. При автоморфизме 6 полугруппы Frn матрицы дан­
ного ранга переходят в матрицы того же ранга.

Действительно, 'если A£Frn — нильпотентная матрица и т — степень 
ее нильпотентности, то ранг А^т—Х. Пусть теперь X^Frn имеет 
ранг т — 1. Если т — 1 = п, то матрица X невырожденная и при 
автоморфизме 6 перейдет в невырожденную матрицу Xе. При т— 1<п 
найдутся такие матрицы Р и Q рангов т—1, что матрица A^PXQ 
будет нильпотентная со степенью нильпотентности т ^1). Но тогда и 
матрица Д9 = Р^Х^С^ будет нильпотентная со степенью нильпотентно­
сти т, откуда следует, что ранг Х^^т—1. Ранг АГ не может умень­
шиться, следовательно, он не может и увеличиться.

Лемма 2. Если автоморфизм ® полугруппы Frn оставляет на 
месте матрицы

/°1: \ /?■ \I • • I / 1 • I
Д = , В= ’

\ 'о 1 / \ 10/

то существует автоморфизм ® тела F, для которого

nxvf-ІЙД’ (1)
245



Доказательство этой леммы проведем для случая п = 2, хотя 
рассуждения годятся в общем случае. Легко могут быть получены 
равенства

Дп х12\ф __ (Ull и,л / 0 0 \ф / О О \
\ 0 0 / I О О Д \XjixJ l«2i «22/

и аналогичные равенства для транспонированных матриц.
Действительно, из

(0) = ГЛ Ц Ді •’ДІ’’_  /0 1\ /«и «іг\ /«21 «22)\ W ЦооДо О Л ~ І0 оД«2і «22/= I 0 о)

следует й2і = м22 = 0- Первое из равенств (2) доказано. Так же дока­
зываются и другие равенства.

Для построения автоморфизма ф тела Д рассмотрим матрицу
Согласно (2) имеем

/хОХф _. /х'0\ 
loo; ~\ о од

Положим по определению х = х* и покажем, что ф есть автомор­
физм тела F. Для этого докажем сначала равенства

(W /х’1\ /10\ф_/10\
loo; к 0 о/ W W

Замечая, что г
/Ох^ [(х0\/0 П]’ _ [х9 OVO 1\ _ /О х”\
loo; Lloo/loo;] ~1о оДоо;~1о од 

имеем
Л х’\ = г/х п /о іуіф _ /И11 М12\ /о 1 \ _ /о «ц\
1о 0 ; Lio оДо/Д — I 0 0 ; І0 о) ~1о од 

следовательно, un = xv. Далее, из

Д °\ _ r/xlW00\?_ /х’щ2\ /оо\ _ /и22 о\ 
loo; LioоДюЛ 1о о Дю; 1о о;

получаем и12= 1. Первое из равенств (3) доказано. Аналогично дока­
зывается и второе равенство.

Соотношение
/х0\ф__ /у 0\ф /ху 0\ф 
loo; — loo; =1 0 oj

показывает, что {ху^ = л’ф’’.
Учитывая равенства (3) и соотношение

(х + у 0\ф_ г/х1\/10\1Ф_ /хф + уД 0\
I 0 о; - 11ооД_уО;] - I о од 

получаем (х + д)” = х’ -ид’.
Формула (1) теперь легко может быть получена. Действительно, 

пусть 26=11x^11, 2^ = 11^11 (i, А =1,2). Имеем

= [71 °VX11'ДЛ °У|Ф— Л °V“n “isVlOX _ /«ц о\
loo; Lioo;ix21x22;ioo;j ~іооД«2і«22Доо; io од

следовательно, ии = х^. Из

Д21 ' I _ Д2! х22\ф  Г/0 1\ /Хц х12\1ф /0 1\ fx^ и12\  /«21 «2г\
loo; іоо; ііооДх2іх22л ІооД//2ій22; lo oj

следует «21 = x’. Аналогичные рассуждения дают «і2 = хф, м22=х22- 
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Переходя к доказательству основной теоремы, покажем сначала 
справедливость ее для полугрупп Frn (г=1,2). Пусть 6 — автомор­
физм F2. Рассмотрим нильпотентные матрицы

Согласно лемме 1, нильпотентные матрицы А* и Вв имеют те же ранги, 
что А и В, поэтому найдутся невырожденные матрицы S и Q такие, 
что

Л® = В® = QBQ1.

Обозначим через а трансформацию F2 при помощи матрицы Q, тогда 

4®°’* = RARX В^1 = В, (4)

где R = Q 'S. Покажем, что матрицу R можно выбрать перестановоч­
ную с матрицей В. Действительно, если R — матрица, удовлетворяю­
щая (4), то и RP, где Р— невырожденная матрица, перестановочная 
с А, будет удовлетворять (4). Учитывая это] замечание, возьмем ма­
трицу R в виде R = где хф=0, z=£0.

Непосредственные вычисления показывают, что

следовательно, х — z, R перестановочна с В и В®°1 = RBR~'.
Обозначая через р. трансформацию F' при помощи матрицы R, ви­

дим, что автоморфизм оставляет на месте матрицы А и В.
Согласно лемме 2, существует автоморфизм ф тела F такой, что 
II-Чсі®0^1 = II *?J|- Следовательно, || хц ||9 = S )| х^ || S"1, и справедли­
вость теоремы для матриц 2-го порядка установлена.

При рассмотрении общего случая предположим, что теорема верна 
для полугрупп Frm (т<^п, 1 Покажем ее справедливость
для Frn л>2).

Пусть 0 — автоморфизм F„. Рассмотрим идемпотентную матрицу 
/ — II аи Н> ап = 1> = 0 1, j =р 1). Так как ранг и идемпотент­
ность при автоморфизме 6 сохраняются, то найдется такая невырож­
денная матрица С, что Iй = С1С~\ Обозначая через т трансформацию 
Frn при помощи С и полагая 6т-1 = р, имеем F = I.

Рассмотрим совокупность матриц {Л} с /ф , удовлетворяющих усло­
вию IX = XI = 0. Матрицы X имеют вид 0 ф- Хп-\, где Xn-i — клетка 
размерности п—1. Совокупность {X} при автоморфизме р переходит 
сама в себя.

Рассмотрим совокупность матриц {Y} с Frn, удовлетворяющих 
условию IY = YI = Y. Матрицы Y имеют вид }ф ф О, где —клетка 
размерности 1, и при автоморфизме р совокупность {У} переходит 
сама в себя.

Множество клеток Xn-i совокупности {X} образует полугруппу 
Fn-i- Согласно индукции найдутся такие невырожденная матрица Т и 
автоморфизм ф тела F, что на множестве {X} будем иметь (Оф-Хп-і)₽= 
= 0 ф- ТХ^ТХ

Пусть у— трансформация F„ при помощи матрицы 1 ф- Т. Тогда 
автоморфизм v = р (Фу)'1 будет оставлять на месте матрицы из сово­

247



купности {X}, а для матриц из совокупности {У} будет иметь место 
формула (Ух 4. О)’ = 4- О, где Ух и К—клетки размерности 1.

Можно показать, что для произвольной матрицы

7 — (I С рг \zn\z22rrn'
где Zn — клетка размерности 1, имеет место формула

r = fk-^k | k~1Z12\ 
\ Z^k I Z22 /’

где — элемент тела F, зависящий только от автоморфизма v. 
Доказательство этого предложения имеет вычислительный характер 
и нами опускается.

Легко заметить, что автоморфизм v есть трансформация при по­
мощи матрицы P-k^-^-E, где Е— единичная матрица порядка/?—1.

Имеем 6 = Найдется трансформация v' полугруппы F„ такая, 
что то = <pv'. Так как v'-ут — трансформация Frn, то теорема 1 доказана.

Теорема 2. Если полугруппы Frn (1 <г<п, п^2) и Gsm (l<s</w, 
щ>2) изоморфны, то г = s, п = т, и тело F изоморфно телу G.

Доказательство сходно с предыдущим.
Ивановский Государственный Поступило
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