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МАТЕМАТИКА
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ОПЕРАЦИЙ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 4 III 1954)

  1. Рассматривается линейная операция Ип,т(,М /) из С в С, облада- 
  тощая свойствами:
  г а) операция Un,m переводит элементы пространства С в некоторые 
  жигонометрические полиномы порядка -^я + яг — 1 (я и т — данные 

Натуральные числа);
б) операция Un, т оставляет неизменным любой тригонометриче­

ский полином порядка я. (С означает пространство непрерывных ве- 
вцественных 2к-периодических функций с нормой Ц/(х)|| = max |/(х)|.) 

0<Л<2~
  Примером такой операции может служить «средняя Валле-Пуссена»:

2тг

Sn, т (х; = (Sn + S„+1 + .. . + = ^Dn,m(x~i) f(t) dt- (1)
0

2k

1 cздесь S„ = S„(x;/) = —\ D„(x — 0/(0^ —я-я частная сумма ряда 
о

Фурье функции /(х); через Dn, т (х) обозначена соответствующая сред­
няя ядер Дирихле Dn{x):

Dn, т (х) = (Dn + Dn+1 + ... + Dn^ =---- Ц- sin sin (2) 
2m sin2 y

Норму операции Sn, m (из С в С) мы будем обозначать через Ln,m» 
2к +do

г 1 С I га / м , 2 Г I . 2п + т . \dxLn,m=-\ \Dn,m(x)\dx = - [sin^^-xsinxl— (3)
О! 0

(относительно последнего выражения см. (х)). Отметим здесь же, что 
An, т = Sn, m (0; Sign Dn, m (a)).

Для случая m = 1 С. M. Лозинским было доказано (2), qT0 наимень­
шую норму среди операций 1ТпЛ имеет операция 5пЛ, т. е. я-я частная 
сумма ряда Фурье:

2я +°°

о о

В общем случае автором данной статьи была получена оценка (3) 
||C,.m||>ClDl±^, (4) 
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где константа С (не зависящая от п и т) не является, однако, наи­
лучшей. Вопрос о точной оценке (снизу) нормы операции Un, т остается 
в общем случае, невидимому, еще не решенным.

2. Теорема. Если п делится наш, то среди всех полиномиаль­
ных операций Пп<т наименьшую норму имеет операция Валле-Пус­
сена Sn,m, т. е.

II Un, m || ^-1| Sn, m || = Ln, m. (5)

Доказательство мы проведем принадлежащим Г. Фаберу методом 
«сдвига аргумента». Предварительно построим некоторый элемент <р (х) 
пространства С. (В построении ®(х) мы следуем С. М. Лозинскому.)

Рассмотрим функцию /*(х) = sign (sinsin2” * w х^, ряд Фурье 
которой совпадает, очевидно, с рядом Фурье функции sign Dn, m(x). 
Так как п — тр, где р — целое, то (четная) функция f”{x\ имеет 
период 2я/т.

Следовательно, в ее ряд Фурье будут входить только косинусы 
углов, кратных тх. В частности, в нем будут отсутствовать члены, 
содержащие cos(ra-f-l)x, cos (га + 2)х, ..., cos (/г + т — 1)х. Этим же 
свойством будет обладать и средняя Валле-Пуссена порядка q (q— не­
которое целое, большее п + т), построенная для функции f*(x).

Положив ®(х) = Sn,v(x; f*), мы будем, следовательно, иметь:
0—1

®(х) = S„, 9(х;/*) = S„(x;/*) + 2 a^cosvx, (6)
и=л+т

где га, — некоторые коэффициенты. Написав ®(х) в виде (1) и применяя 
обычным образом неравенство Буняковского, мы найдем, что ||®(х)||<^

1 + -.
Заменив в (6) аргумент х на х— а (а пока произвольно), получим 

(обозначив ®(х— а) через ®а(х)):
«—г

®а(х) = Sn(x — а; /*) + 2 (а»cos va cos vx + а, sin>а sin»л).
v=nym

Применим к ®а(х) операцию Un,m:
0-1

^л, m(x; ^x) = Sn(x— а; /*)+ У, [а, cos Т^х) + а, sin »а ТДх)],
v=n~m

где, согласно определению рассматриваемой операции, Т, и Т* — три­
гонометрические полиномы порядка -^.п + пг—1.

Положив х = а, будем иметь:

^л. m(a; ?a) = Sn(0; /*) + ’(“),
где a(а) — тригонометрический полином без свободного члена.

При некотором a = а' из промежутка [0, 2^] этот полином обращает­
ся в нуль, и мы получаем: Un. m(a'; Фа’) = 5п(0; /*). Но

■5л (0; / ) = Sn. т(0; /¥) = Sn. m (0; sign Dni m) = Ln, m.
Итак

Un, m (a j Pa' ) — Ln, m> 
откуда

Ln, m II Un, m || • || ®a< (x) || ИЛИ Ln, m || Un< m || 1/ 1 + .
' 4
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Устремив теперь число q к оо, получим неравенство (5).
Замечание 1. Из формулы (3) получаем, что при п — тр норма 

операции Sn, т равна обыкновенной константе Лебега со значком 
р = - : LmP' т — Ьр, так что неравенство (5) можно записать так:

|| Uтр, т|| Lp. (7)
Замечание 2. Взяв т — п, имеем следующее свойство «основ­

ной средней Валле-Пуссена» Sn,
Среди всех линейных операций из С в С , сохраняющих тригоно­

метрические полиномы порядка п и переводящих остальные элементы 
С в тригонометрические полиномы порядка -^2« — 1, наименьшую 
норму имеет средняя Валле-Пуссена Sn, п = -^-(Sn + Sn+1+ ... + S2n_1).

Эта наименьшая норма равна (и, следовательно, не зависит от п)
2к

іі$л,яіі=л=Ц$
о

л Зх 
Sinr

О - х 
2Sin-

dx = ^-«1,435.
7Г
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