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Настоящая статья посвящена обобщению некоторых результатов 
С. М. Никольского о классах Н^р1... (р> 1) (і).

Пусть Ф (и) есть выпуклая строго возрастающая функция, равная 
нулю при и = 0; кроме того, предположим, что Ф1У непрерывна и функ­
ция Ф'/Ф" вогнута. При сделанных предположениях для функции Ф 
справедливо обобщенное неравенство Минковского, т. е. для любых 
измеримых функций f(xlt..., хп), g (xlt..., хп) (2):

< 72 + 7г (g). (1)
где

2к 2л
^ . . . Ф [| .
0 0

ЗЙф(ф) = Ф_1 .., х„) U dx!. . . dxn

(Ф^ есть функция, обратная функции Ф).
Неравенство (1) используется существенным образом в доказатель­

ствах сформулированных ниже теорем.
Условию (1) удовлетворяют, например, следующие функции:

иг, «■-«-!, иг-, „ри и>0,

где с — положительная постоянная, р>\.
Ограничимся рассмотрением функций f(xltхп), 2к-периодиче-

-ских по каждой из переменных Xi (1 и частных производ­
ных, определенных в смысле работы (7,

Определение 1.Введем в рассмотрение следующий функционал:

о>” 1 (3) = sup Ф.Н--,^фГх|/:Гх___ — х r t 
х-х-фК7 -Цл J L Г П 2 ' х2’---’хп +0 0 '

+ / (а + 4" ’ %2’ • • • ’~ х* • • ■ > |] dXl... dx„\, 

тде X — некоторое положительное число.
Определение 2. Будем говорить, что функция НхА, хА 

принадлежит к классу Lip (а, Ф, л^) при 0<а<1, если существует 
такая постоянная М>0, что для всех 8>0 справедливо-

х,ф(гКЖ“,
тде М не зависит ни от X, ни от 6.
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Определение 3. Будем говорить, что измеримая 2к-периоди- 
ческая функция /(хІЎ.. хп) принадлежит к классу НфХі (М) (г > 0), 
если она удовлетворяет следующему условию: представим г в виде' 
г = а + а, где а — целое и 0 < а < 1; тогда существует частная про­
изводная д^/Дх^ в указанном выше смысле, для которой при любом 
постоянном С

2п

о дх°
dx±. .. dxn<Z + оо (2>

и которая принадлежит к классу Lip (а, Ф, zj.
Определение 4. Будем говорить, что измеримая 2к-периоди- 

ческая функция/^,..., хп) принадлежит к классу Нф1....
если она одновременно принадлежит к классам Нф'^ (М,)

Если ф(«) = 1«/ (Р> 1), то класс М?........................ , Мп) совпадает 
с классом Ну п (Ми..., М„), рассматриваемым С. М. Никольским 
(см. ('), § 3).

Введем в рассмотрение следующий функционал для любой функ­
ции f € L w (Г <"> = L'PM при р = 1):

^Yr..Y„ (/)ф = inf supinely-т; Yn|], 
rYr..Y„ O0 C 1

г2к
где ЭДф (ф) = Ф^

о

2п
• • • 5 ф П ? (х1> • • • > хп) |] dx±... dxn 

о
и inf распространяется на все тригонометрические суммы степени 
■Съ» • • • > Тл> соответственно, по xlt..., хп-

Теорема 1. Для того чтобы функция f(xlt...,xn), принадле­
жащая к классу L , принадлежала к классу Нф1... г"^, необхо­
димо и достаточно, чтобы имело место неравенство:

(/)ф

для всех целых у. 1 или же для всех у., пробегающих геометри­
ческие прогрессии il — a^ (k — 0, 1, 2,...) с целым положительным 
знаменателем at (i = 1, 2,.. , п) (£г>0— постоянные).

Теорема 2. Если функция f(xltхп) принадлежит к клас- * (я) f г г )
сам L и Нф " и oh (k = 1, 2,..^ — неотрицательные целые 
числа, удовлетворяющие равенству

I—1

1 rh
Pi + “ . v ?k , 
~FT" + Zj 77 - 1 >1 i+i k

(3)

где 0 < а < 1, то существует смешанная производная

для которой справедливо неравенство (2) (s = Pi + ... + р„) при лю­
бом постоянном С и которая принадлежит к классу Lip (а, Ф, xi), 
где а удовлетворяет условию (3).

k

Й У?
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Замечание. Теорема 2 установлена С. М. Никольским для слу­
чая Ф(н) = |«|₽ (р>1) С,8). ’

Обозначим

с(а, s; ■ ■ ., гп) = ф (4)

где Ф, Ф — выпуклые функции рассматриваемого вида;
а> 1; О (i=l, 2,..., и); С — любое; s = О, 1, 2,...

Если Ф (и) = \и\р, Ф(«) = где р, р'>1, то функционал (4) 
примет вид

Fpmp', с (a, s; гь I С|

Теорема 3. Пусть Ф(и) и W(и) — выпуклые функции рассматри­
ваемого вида, причем Ф («)/'Г (и) убывает с возрастанием и-, 1 -С т п\ 
числа г;>0 (г=1, 2,..., п) таковы, что при a = lh 
где I — целое числом 1, и при всех С>0, s = О, 1, 2,... справед­
ливо неравенство:

s> гп)<М

где Хт>0, М^-1 — постоянная.
* (л) (г^..... гп) * (т) (₽(т>....... рОб

Тогда из того, что Нф , следует: f Q L
при любых фиксированных хт+1,..., хп где фр = rh%m (1 < k-^m\ 

Замечание. Теорема 3 установлена С. М. Никольским для того 
случая, когда Ф(«) = |ц|/’, W(u) = \u\p (p’^p^>V).

Теоремы 2 и 3 доказываются при помощи теоремы 1.

Поступило 
26 II 1954
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