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МАТЕМАТИКА

И. И. ОГИЕВЕЦКИЙ

О СУММИРОВАНИИ ДВОЙНЫХ РЯДОВ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 5 II 1954)

В настоящей заметке устанавливаются некоторые теоремы о сум­
мировании двойных рядов. Используемые ниже определения чезаров- 
ской и абелевской суммарное™ двойных рядов и медленного колеба­
ния двойной последовательности известны (см., например, (\ 4)).

Теорема 1. Если последовательность smn суммируется мето­
дом (С, а + п, + 8), (а, р) > — 1, (л, о) > 0, к s и последовательность 

ограничена, то последовательность суммируется методом 
(С,п,а), (п, 8)>0, к s.

Теорема 2. Если последовательность («,?)>-!, огра­
ничена и суммируется методом {С,п,ь), (п, 8)>0, к s, то последо­
вательность smn суммируется методом (С, а + п, 3 + 8) к s.

Установленные в теоремах 1 и 2 соотношения аналогичны извест­
ному предложению, что соотношения А, Сп^СА)-* А
равносильны (2).

Теорема 3. Если последовательность Зп, (а, 3) > — 1, огра­
ничена, то последовательность а*+п> 0+8, (п, 8)S>0, медленно колеб- т, п 1 \ 1 ' 1
лется.

Теорема 4. Если двойной ряд Хам суммируется методом Абеля 
к s и последовательность его чезаровских средних (я, р)>—1, 
ограничена и медленно колеблется, то ^ам суммируется методом 
(С, а, р) к s.

Для случая а = 3 = 0 эта теорема содержится в (4).
Из теорем 3 и 4 вытекает
Теорема 5. Если двойной ряд ограничен (С, а, ^), (я, 1,

и суммируется методом Абеля к s, то он суммируется {С, а-уп, Р+8), 
(п, 8) > 0, к тому же значению.

Последнее предложение обобщает теорему Андерсена (3) на двой­
ные ряды; примененная здесь схема доказательства приложима и 
в случае простых рядов и дает новый вариант ее вывода.

Нетрудно видеть, что из теоремы 5 вытекает следующее следствие.
Следствие. Для двойных рядов, ограниченных (С, а, р), 

(а, 1, методы суммирования (С, а',р'), (а', ^')>(а, ^), и Абеля
эквивалентны.

Теорема 5 и ее следствие обобщают следующие результаты:
1. Для двойных рядов с ограниченными частными суммами ме­

тоды суммирования (С, 1, 1) и Абеля эквивалентны (см. (4), теорема 7).
2. Пусть (а, Р)>—1, (а', Ю>(а, ₽)• Если двойной ряд ограничен 

(С, а, р) и суммируем (С, а',^'), то он суммируем (С, а + п, ^ + 8), 
(«, 8)>0, к тому же значению (см. (4), теорема 4).
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Лемма 1. Если последовательность „ е+1, (“>?)>—!, огра­
ничена, lim ^s+1 = s, то последовательность з суммируется 

(т, 
методом среднеарифметических к в.

Так как

ГДе п —fm, п fт+1. п f т, n+1 4* fm+1, n+1, TO
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Из леммы 1 (из ('), стр. 575), ограниченности а^п ₽+1 и АІ^” -л : р Г (а+1)
! М, N 

lim ^ггт- У аа’ 3 = с 
(MN) ->соMN п’п

m=i, n=i

Следствие. Если последовательность а^*’1^+1 ограничена, 
lim = s и последовательность медленно колеблется,

(т, п)—>со т> я
то lim a®- 3=s. 

(т, п)—>оо т' П

Действительно, из условий следствия вытекает (см. лемму 1) схо­
димость среднеарифметического последовательности 2 к s. Из 
сходимости же (С, 1, 1)-среднего последовательности и ее мед­
ленного колебания следует (см. (И, стр. 586), что lim " 3 = s

тт , (m, п)-»со т’n
/ Доказательство теоремы 1. Из условий теоремы вытекает 
(см. ( )), что lim о^+3-ЗМ —s> отсюда же, вследствие леммы 1, 

(т, п)—>со

следует, что суммируется методом среднеарифметических к s.
Еще раз применяя теорему из (4), получим, что последовательность 

%’, з сУммируется методом (С, п, о) к $.
Доказательство теоремы 2. Примем п = о=1. Положим 

[ h, I

= (Т+ i) (/ + j) 2 л- Тогда 
/П=зО, п=о

ат'п = \i{mnthi, п и I m—1, п—р ’

N
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Из леммы 1 (из (1), стр. 57о), ограниченности tmn и = г (ж + п 
следует lim ам?У+1 = s.

(М, Д')-» со
Рассмотрим общий случай. Из ограниченности и суммируемости 

последовательности методом (С, п, о) вытекает (4) суммируемость
последовательности методом (С, 1,1), а следовательно, и сумми­
руемость последовательности smn методом (С, а+1,^+1). Так как 
последовательность smn суммируется методом (С, а + 1, ? + 1) к s и 
имеет ограниченные (С, а, ^-средние, то, еще раз применяя теорему 
из (4), получим, что последовательность smn суммируется методом 
(С, а + п, £ + о) к s.

Доказательство теоремы 3. Очевидно, можно принять, 
что 0 < п < 1, 0 < S < 1. Так как

т, п 
ч+п, ^+s _ /д«+Л дЗ+8ч—1 XI ДП—1 Д8~1 да Д₽ «3 

^т, п —Ил Ап ) /| Ат_к An-i Ah Ai aki,
h=0,/=0

TO

n+п, «4-я» P4*8
+p, n+q — am, n

An~1 Д8—1у лт+р-клп+д-1 

, Aa+n ДР+8 h=0, 1=0 ^m+p^n+q

/ Aa+n Д₽ + 8 A"-! д8-1 \
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\ Ax + n A^8 А"-1 дв-1 I 'Jk> 1
V nn “m+p-k ^n+q—l /

1 1
“+л Д₽+8 
m+p n+q

Л—1 Д 8~1 + Л
m+p—k ^n+q—l^k ^k, I

m+p, n m, n+q m+p, n+q

2+2+2
h=m+i, Z=o fe=O, I=n+1 fe=m+l, l=n+i

(1)
Покажем, что для p = ImoJ, ? = [nS2], (m,ra)->oo, (dn o2) ->0 модуль 

каждого из слагаемых стремится к нулю. Для первого слагаемого из 
(1) имеем

т, п

fe=0, [=0
т, [п0]

2
k= [тещ-1, /=о

[т+0]. [л+0]

fe=l, Z=o
т, п

2

[те], п

ft=o,i=[ne]+i

й=[т0] +1, z = [nO] +1
(2)

где 0 < 9
Так как 0<п<1, 0 

возрастают с ростом
Поэтому

<3<1, то отношения Апт~_\ / A^_h, / А8,^
К и I.

I I
0<h<[m0] 
O<Z<[n0]

1 —
А*+п дЗ+8 

т+р ^n+q Ат-к
д^+п дЗ+а .п-1 

т п ^т+р—н

л8—1Лп-1

An+q-l

( А^+п Д3+8 дЛ—1 д8I | __  Пт+р Лп+д Ат Ап

I А“+" А>3+8 А 5—1

(3)

I пт Ат+Р n+q

лП—1
Лт—[т^]

дп-1 
™т+р— [wO]

д S—1 
[пб]

Из (3) получим, что |ow|~>O при 
следует, что первое слагаемое в (2) {т, п)-+оо, (о1( о2)-»0, откуда и 

стремится к нулю при (т.п^-^оо,
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Для второго слагаемого в (2), используя свойства чезаровских чи­
сел и их асимптотическое представление, получим

[т0],п

} <С(1 -6)8
Л=0, 1= [п0] +1

для (т,и)-»оо, (81,о2)-^0 и аналогичное выражение для третьего и 
четвертого слагаемых. Поэтому при 9, достаточно близком к единице, 
сумма трех последних слагаемых будет произвольно мала (8). Рассуж­
дая аналогично, нетрудно убедиться, что при (т, п)-> ос, (о1,82)-»0 
второе, третье и четвертое слагаемые в (1) стремятся к нулю-

Теорема доказывалась для (а, р)>0. Для других сочетаний знаков 
а и ₽ рассуждения проводятся аналогично.

Для доказательства теоремы 4 нам необходимы следующие леммы. 
Лемма 2. Если для функции ф\х,у), интегрируемой в 0<(х,у)<1

(1 — х)а+1(1 — у), (а, Р)^>0, ограничено для 0<(х,у)<1 и
lim (1 —х)“+1(1—Ў^+1 ў) = s, то

(х, у) ->1
у

lim (1 —х)(1 -y}\\(x — uy~\y — v^~1f(pi,v)dudv = ~.
(Х, у) ->1 J J аР

л 0 0

Одномерный случай см. в (в). Двумерный случай рассматри­
вается аналогично.

Лемма 3. Если последовательность smn ограничена, медленно 
колеблется и суммируется методом Абеля к s, то

lim smn = s.
(т, п) —>со

Вытекает из С1) (см. стр. 580 и 586).
Доказательство теоремы 4. Из суммируемости ряда Яам 

методом Абеля к s вытекает, что

lim (1 — л)(а+1)+1(1-_y)(₽+1)+1 2 = s;
(Л,^)-»! h=O,Z=O

применяя лемму 2, получим, что

lim (1—х)(1—у) V о“+1’ Р+1 xhyl = s.

Из этого, ограниченности и медленного колебания последовательности 
аь+і' Р+1 (вследствие теоремы 3) получим, используя лемму 3, что

lim Р+1 = s.
(k, I) -»оо ’

Вследствие медленного колебания и ограниченности последователь­
ности о“> $ отсюда (см. следствие леммы 1) получим, что lim a^^ = s-

’ (k, I) —>oo ’
Теорема 4 вначале была доказана для целых а и р. С. Б. Стечкин 

заметил, что теорему можно доказать для произвольных (а,^)>-—1, если, 
сохраняя общую схему первоначального доказательства, показать спра­
ведливость следствия леммы 1. Пользуюсь случаем выразить благо­
дарность С. Б. Стечкину.
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