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МАТЕМАТИКА

А. Г. ВИТУШКИН

НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ВАРИАЦИЙ МНОЖЕСТВ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 25 I 1954)

Пусть в координатном m-мерном пространстве Rm расположено 
замкнутое * множество Е и открытое множество G. Обозначим через 
Ri (г = 1,2,... , С‘т) систему всех v-мерных «координатных» (т. е. на­
тянутых на какие-либо v осей координат) линейных подпространств 
пространства Rm . Для точки q£Rl обозначим через Ri'~'>(q) ортого­
нальное к R1 подпространство размерности т—», проходящее че­
рез q. Через ^(q) обозначим число компонент пересечения ДПR?~^(q), 
лежащих целиком внутри области G. Можно показать, что функция 
с;(q) измерима по Лебегу. Вариацией порядка v множества Е 
в области G назовем число

* Мы ограничиваемся замкнутыми множествами Е, так как для существенно бо­
лее общих классов множеств, чем класс замкнутых множеств, не доказана измери­
мость вводимых далее функций Q (q). Наши определения можно, однако, применить 
к произвольному множеству Е, если в формуле (1) пользоваться верхним интегра­
лом Лебега.

С1п
Wv(E,G) = ^^1(q)dq. (1)

Сумму 
т—1 

W = У W4(E,G) (2)
v=l

назовем просто вариацией множества Е в G.
Приводимая далее теорема 1 является уточнением одного результа­

та А. С. Кронрода. Более специальная теорема 2 существенна для 
некоторых аналитических применений.

Теорема 1. Предположим, что в пространстве Rm расположе­
ны т-мерные открытые кубы Q и Qo с общим центром, сторонами, 
равными, соответственно, а и а / 2, и ребрами, параллельными осям 
координат. Пусть связное замкнутое множество Е пересекается с 
границами обоих кубов и лебеговская q 4- Х-мерная мера всех про­
екций Е на q + X-мерные координатные плоскости равна нулю. Тог­
да существует такое v (1 что

(3)
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Теорема 2. Пусть отображение пространства Ri в простран­
ство Rm

У = Р& 
задается покоординатно многочленами 

у, = Pt (z^ z2, .. ., z^, i = 1, 2, .. ., in, 

степени г no каждому из переменных zj. Обозначим через Е образ 
R'1 в Rm. Для любого т-мерного куба О в Rm со стороной а и 
ребрами, параллельными осям координат, при любом v(l т—1) 
имеет место неравенство

W^E^^a-C^r^. (4)

Доказательство теоремы 2 основано на том, что, в силу резуль­
татов О. А. Олейник (]), число компонент множества уровня для 
многочлена степени г не превосходит (3 г}™, Для вариации W(E, £2) 
из теорем 1 и 2 легко получаются такие следствия:

А. Если в условиях теоремы 1 то

Б. Если в условиях теоремы 2 а^1, то

W{E,Q.)-^a(Qr}3Q qm4. (6)
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