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О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ f(x,y,y’) 
ПРИ МАЛЫХ s

(Представлено академиком И. Г. Петровским 19 1 1954)

В настоящей заметке мы изучим поведение решений некоторых 
краевых задач для уравнения

еУ=/(А,у,У) (е>0) (1)
при е стремящемся к нулю. В случае, когда f(x,y,y")=:A(x,y,)y'y- 
-ўВ(х,у), первая краевая задача, т. е. задача с краевыми условиями 
у(а)=у0, y(b)=ylt рассмотрена в работах (\2). В работе (3) рассмот­
рена также первая краевая задача в случае, когда f(x, у, у') = 
= А (х,ў)у' + Е(х, у,у'), где Л —ограниченная функция.

Для решений у^^х) уравнения (1) на отрезке [а, ft], удовлетворяю­
щих краевым условиям

J/s(a) = y6(&) = 0, (2)

справедливы следующие теоремы:
Теорема 1. Пусть выполнены условия: 1) в области а^х-^Ь, 

У К^ существует при всяком достаточно малом е>0 решение 
у(х) уравнения (1), удовлетворяющее условиям (2); 2) производная 
Уі(х) при каждом фиксированном s ограниченная функция х на 
[a, ft]; 3) функция f непрерывна вместе с производными fx, fy и fy> 
в области G : a<x<ft, у К^, |У |<оо; 4) /у < — Л<0 в G. Тогда 
существует на [a, ft] решение и(х) уравнения

f(x,u,u') = 0, (3)
удовлетворяющее условию и (Ь) = 0, и справедливы неравенства

\у1{х') — и{х)\^\а(а)\ес^х~а'>е 6 (Л а) + C2s, (4)

|j'e (х) — и' (х) |< ~ е а> 4-С'$, a + e<x<ft, (5)

где Сг, С2, С] и С2 — постоянные, не зависящие от г.
Отметим, что условия 1) и 2) теоремы 1 всегда будут выполнены, 

если /у(х, _у,0)>0 и |/(х,_у,У)КЛД1+У2), где К постоянна (4).
Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия: 1) сущест­

вует на \а, Ь] решение и(х) уравнения (3) с условием u\byt—O-, 
2) функция / непрерывна вместе с производными fx, fy и fy' в обла­
сти Q\ a^x^b, \y — u(x)\^d, |У|< 00; у > 0, и (а) — d <0< 
<u(a) + dy, 3)/y<-A<0eG; 4) |/(х, у, УЖх( |У |) в G, где
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/ (z) — непрерывная положительная функция при Q^z<Zoou такая, 
ОО
с Z dz

что \ = оо. Тогда при всяком достаточно малом г>0 существу-
о

ет решение yz(x) уравнения (1), удовлетворяющее условиям (2), и
справедливы неравенства (4) и (5).

Доказательство. Функции

— k — К А2 — 4sZ

[,,W+ 1* -1),
m (х) = • f \ б \ । z Xo(.r—Z>) i\и (л) — и (а) е u Н---- у- (е — 1), zz(«)<0;

' и (X) - и («) е^х-а} - (е^х^ - 1), »(а)>0;о> (х) = J
и(х) - (еЫх'Ь) — 1\ м(а)<0,

2s
—+ Кk- — 4sZ ./•2 — ’где 7 — любое число > 1; Д =

fy (х> У’ и' W) I -С I, | и" (х) | < М, удовлетворяют на [а, Ь] при всех 
достаточно малых г>0 неравенствам г<о"(х) </(х, «> (х), «>'(х)), го>"(х)> 
>/(x.Кроме того, о>(а)>>0,<»(fe)^0, w(a)<0, 
и о> (х) < о» (х) приа<^х<^.

Отсюда следует в силу теоремы из (8) существование решения ys (х) и 
неравенство « (х)<Х(х)<^“(х). Из этого неравенства получаем не­
равенство (4). Неравенство (5) следует из теоремы 1.

Отметим, что теорема 2, как это следует из (4), может оказаться 
неверной, если не выполняется условие 4).

Рассмотрим некоторые случаи, когда условие 3) теоремы 2 не вы­
полняется. Предположим, что уравнение (1) имеет вид^

5у = Ф(х,у (s>0). (1'1

Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия-. 1) сущест­
вует непрерывная на [а, Ь] функция ® (х), такая, что Ф(х, ® (х)) =0; 
2) функция Ф непрерывна вместе с производной Фу в области В: 
a^x^b, v-i(x)^y — ®(х)О2(х), где аДх) и а2(х)—непрерывные на 

[а, Ь]функции (х) < 0 < а2 (х), о (а) + (я) < 0 < ® (а) + а2 (а), +
+ “1 (^)<С 0 < ® (6) + «2 (£)), 3) т > 0 в В. Тогда при всяком доста­
точно малом е > 0 существует в В единственное решение уе(х) 
уравнения (Г), удовлетворяющее условиям (2). Решения ve(x) 
сходятся при s>0, стремящемся к нулю, к ь (х) равномерно на 
[« + §,& —о | (8>0). Если, кроме того, функция ®(х) дважды не­
прерывно дифференцируема, то

— Д” (х-а) — (Ь—х)Ф(Х)|<|®(Ц)Д 6 + |?(&)|в е +^,

где |®"(х)|<7И.
В случае, когда /У’ф0, справедлива следующая теорема:
Теорема 4. Пусть выполнены условия-. 1) существует на [я,6| 

некоторое непрерывно дифференцируемое решение и(х) уравнения (3); 
2) функция f непрерывна вместе с производными fy и fy> в области 
G: а<^х^д, \y — u(x)\^d, |УХ°° (d >0, и (а) — d < 0 < и {а}\+d, 
u(b) — d <0<и(b) + d; 3) существуют числа Sx >0, о2 >0 (8Х + 82< 
< b — a), kr > 0 и k2> 0, такие, что fy' <; — при а х Д а + 8j 
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и (x,y,y')£G, если u(a)=£ty фу^к» при b — o2^x^b и (x,v,y')£G, 
если и(Ь)ф=О; 4) фу(х, u(x), и'(x))>0 при a + 8X < x < b — 82; 5) в G 
выполняется условие 4) теоремы. 2. Тогда при всяком достаточно 
малом s>0 существует решение Уг(х) уравнения (1), удовлетворя­
ющее условиям (2), такое, что у3(х)->и(х) при е—>0 равномерно 
на любом отрезке, полученном из |а, Ь] исключением любых окре­
стностей тех его концов, где и (х) не обращается в нуль. Если, 
кроме того, и (х) — дважды непрерывно дифференцируемая функция, 
то

ft 1 . . ^2

у, (х) — и (х) |< I и (а) I еСЛх~а)е е "° + | и (Ь) | ес^ь~х}Ае~ Т + С^, 

где Сг,С2 и С3 — постоянные, не зависящие от г.
Доказательство теорем 3 и 4 аналогично доказательству теоремы 2.
Рассмотрим на отрезке [а, й] решения _уЕ(л) уравнения (1), удовле­

творяющие условиям

аХ«) +а'Уе(а) = 0 (| а | 4-| а'| >0); 

^(Ь) + ^у'дь) = о (Ш + т>0).
(6)

В случае когда УуО, справедлива следующая теорема:
Теорема 5. Пусть уравнение (3) имеет на [«,/>] решение и(х), 

удовлетворяющее условию ?и(Ь) +^'и’ (Ь)=0. Далее, пусть для каж­
дого такого решения и (х) выполнены следующие условия-. 1) функ­
ция ф непрерывна вместе с производными фх, фу и фу’ в области D:

^^x-^b, ]y—u(x)^d, ]у’—и' + h\e--G-^ 4- г(л),
\ I а I J

где а'4= 0, d, h и С — положительные постоянные, г(х) — положи­
тельная непрерывная на [а, 6] функция-, 2) фу<С — к<Дд в D-, 
3) ффу(Ь, и(Ь), и' (Ь))— ^фу(Ь,и(Ь),и'(Ь))^=0. Тогда при всяком доста­
точно малом s>0 в для каждого и (л) существует единственное ре­
шение у3(х) уравнения (\), удовлетворяющее условиям (Q). При этом 
справедливы неравенства

\у,(х) — и (х)]^^;

b;W- „■ (х)|< е-<-«+ с,.. (7)

где Сг и С2 — постоянные, не зависящие от г.
Доказательство. Можно фиксировать постоянные d = d\ 

h = h*, С —С* и функцию г(х) = г*(х) такими, что в области 
[у — и (х) | С d* существует только одно решение и(х) и

fy (Ь, у, у') — ^фу (Ь,у, У) =# 0, (8)

■если точка (Ь,у, у') Пусть уДх, у) — решение уравнения (1), удов­
летворяющее условиям у^(^, У) = «(«) + I1, УЕ(Й, н) = — [и (а) + у] , 
где у —параметр, и (х, у) — решение уравнения (3) при условии 
и(ау) — д(а) + у. Воспользовавшись леммой из(6), можно доказать, что
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Уе(х, fi) и у'г(х, |і) существуют на [а, й] при всех достаточно малых | р | и 
s 0. При этом справедливы неравенства

|уе(х, и) — и(х, + / )
(9)

\У'Лх,^ — и' (х>Р-)\<Де е а’+е
^"г л Г

где |«"(х.О|<ЛГ, +
В силу соотношений (8) и (9) найдется р = р’, |р*|<Сое, (Со—по­

стоянная, не зависящая от е) такое, что $уДЬ, р*) + р'Уе(й,р*)= 0 при
всех достаточно малых е. Таким образом, уе (х, р*) = уе (х) является 
искомым решением в области аЬ, |_у — u(x)\^d*. Неравенства 
(7) следуют из неравенств (9).

Функция ®(л) =
^У^х, р) 

др
удовлетворяет уравнению

ew" — fy{x,yz{x, р), УДх, — /у(х,уДх, ^,y’e(x, p)) w = 0

и условиям w(a)=l, w' (a) = —a/а'. Отсюда следует, в силу теоремы 
сравнения (7), что либо р® (d) + p'w' (b) >0, либо рду (д) + Р'^'(^) < О 
при всех достаточно малых е. Следовательно, найденное выше реше­
ние у* (х) единственно в области а < Ь, | у — и (х) |<й!’ при вся­
ком достаточно малом е.

Если же а'= 0 ф'У=0), то аналогично можно доказать следующее 
утверждение:

Теорема 6. Пусть уравнение (3) имеет на [«, решение и (х), 
удовлеторяющее условию р и (Ь) + ^'и' (Ь) = 0. Далее, пусть для каж­
дого такого решения «(%) выполнены условия 3) теоремы 5 и 2), 
3), 4) теоремы 2. Тогда при всяком достаточно малом е >0 и для 
каждого и(х) существует решение J's (%) уравнения (1), удовлетво­
ряющее условиям (6) (a' = 0, р' У=0). При этом справедливы неравен­
ства вида (4) и (5).

Отметим, что случай s<0 сводится к рассмотренному случаю, 
если воспользоваться подстановкой х = — t.

Выражаю глубокую благодарность моему научному руководителю 
И. Г. Петровскому.

Математический институт Поступило
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