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1°. Пусть k — нормальное поле над ^0; % — его группа автомор­
физмов. Дана конечная группа ® и ее гомоморфное отображение ? 
с ядром 31 на группу Проблема погружаемости заключается в уста­
новлении условий, которым должно удовлетворять k (при данных @ и 
для возможности погружения k в нормальное поле К с группой @ так, 
чтобы естественный гомоморфизм @ на совпадал с наперед задан­
ным да. Проблема погружаемости может быть ослаблена требованием 
возможности погружения k в алгебру Галуа К, т. е. в сепарабельную 
полупростую коммутативную алгебру, допускающую автоморфизмы 
из @ и имеющую нормальный базис относительно ^0.

В работе (х) нами установлено некоторое необходимое условие по­
гружаемости, названное нами условием согласности @ и k (при дан­
ном ср). Там же дается несколько равносильных формулировок усло­
вия согласности, из которых нам будут нужны следующие две:

А. Для согласности @ и k необходимо и достаточно, чтобы в 
групповом кольце 31-k нашлись элементы /о такие, что 1а* • 1„г = 1^ 
(а12 а2 € @) и I- ~ т-1 (т б ЭД). Здесь а есть автоморфизм 31 ■ k, дей­
ствующий на элементы 31 по формуле = а-1та, а на элементы k как авто­
морфизм <р (Д (теорема’из § 10 (х)). Если 21 абелево, то а зависит 
лишь от 5 = ср (а).

Вторая формулировка требует рассмотрения скрещенного произве­
дения 21 = @ X k. Это есть алгебра над £0, элементами которой явля­
ются формальные суммы 2 иаха, xa€k, с правилами действий:

Wa,«a2 = XUa = UaX^ ДЛЯ X € k.
В. Если ядро 31 есть абелева группа, то для согласности @ и k 

необходимо и достаточно, чтобы алгебра 21 = ® X k была полным 
кольцом матриц над своим центром (теорема из § 10 (^).

Хассе в работе (2) исследует вопрос о погружаемости нормального 
над поля k в алгебру Галуа в предположениях, что 31 есть абеле­
ва группа показателя п0, характеристика #0 не делит п0 и k содер­
жит первообразный корень степени «0 из 1. Пусть X — группа характе­
ров группы 91, причем значения характеров отождествляются с корня­
ми из 1, лежащими в k. В группе X вводятся операторы s б %, по 
формуле Xs (т)_= [/(ата-1)р, где с — такой элемент из что ®(a) = s. 
Далее, пусть s — элементы @ такие, что <p(s) = s, по одному для каж­
дого $ б причем 1 = 1- Тогда SjS2 = SjSjCj,, у2, где ^„^-фактор- 
система.
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Хассе устанавливает следующее необходимое условие погружае­
мости. Для погружаемости k в алгебру Галуа К с группой @ (при 
данном гомоморфизме ф) необходимо, чтобы в k существовали эле­
менты Ь7, s такие, что

V1’ = sa ‘ ' (1)
х .«

Далее Хассе высказывает предположение, что это условие доста­
точно для погружаемости k в алгебру Галуа К-

Целью настоящей заметки является опровержение этой гипотезы.
2°. Условие Хассе эквивалентно (для рассматриваемого случая) 

нашему условию согласности в форме А. Действительно, положим 
Для z = 2 x(z) = 2х(т)*т. Тогдах(гі±г2) = X (zi)

X = х (zj • х (z2), z = 2 X (^) ^х» где = --Л Х-1(Ф- Далее, х (?) =
^xlx^W-

Пусть выполнено условие согласности (в формулировке А). Тогда 
^х, ■? —Х~1(^) удовлетворяет (1). Обратно, если существуют b7, s, то, 
ПОЛОЖИВ Is = 2 bx,sex~i и ДЛЯ 3=^ Іа = ІТ^~1, ПОЛуЧИМ, ЧТО /а“/а2 =/О1а2

X
и /т = т-1. Поэтому предположение Хассе может быть сформулировано 
так:

Если 91 есть абелева группа показателя па, характеристика k0 не 
делит п0 и k содержит первообразный корень степени п0 из 1, то 
условие согласности является достаточным для погружаемости.

3°. Теорема. Если kr согласно с при гомоморфизме <р2 груп­
пы на группу автоморфизмов ku &2 — нормальное поле с группой 
@2 и k2 П = k0, то поле k = krk3 согласно с прямым произведени­
ем ® групп и @2 при гомоморфизме ср , ? (^г) = ?i (3i) а2> 
з2 € @2.

Доказательство. Положим для 3 = 3^2, з1€@1, з2€@2>
/а == /а,.

4°. Теорема. Если в условиях предыдущей теоремы k погру­
жаемо (в соответствии с гомоморфизмом ср) в поле К с группой 
@ = ®!@2, то ki погружаемо (в соответствии с гомоморфизмом cpj 
в поле Кг с группой

Доказательство. Кг есть подполе К, принадлежащее @2.
5°. Пусть Ао — поле с характеристикой =^2 и пусть Я =

У Ь, УаЬ), a, b € k0; кг —к0(Уa), k3 = k3(Vb), к3 — к0(УаЬ). Пусть 
Tj — нетривиальный автоморфизм Я, оставляющий инвариантными эле­
менты поля т2 —то же для й2; т3 = т1т2 — то же для k3.

Теорема. Если № и норма X есть квадрат элемента из k„, 
то X = X^Xj, Х1€Л1, Х2€£2, Х3€А3.

Доказательство. Пусть Nу.) = '2' = т2, m£k0. Тогда
(/n-JX1+T,)1+T* = 1 и т"1)^1 f: kv Следовательно, т-1)^1 = а[~т* при

k±. Таким же образом m-1X1+Ta = а2-т‘ при а2€^2 и т-1Х1+т’= я3-т' 
при а3 б k3. Рассмотрим р = Ха^яГ^Г1- Тогда pJ~T‘=
= = 1. Таким же образом р1-Т2 = р1-т’ = 1. Следователь­
но, р € k0 и X = (р^) а2а3, ч. т. д.

Следствие. Если X € Я1 и X1 T1 = т € k0, то X = Х2Х3, Х2 € k2, Х3€А3. 
Действительно, можно взять ^ = 1.

6°. Переходим к конструкции примера, опровергающего предпо­
ложение Хассе. Сперва построим пример поля согласного с @х, но 
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не погружаемого в алгебру Галуа с группой без предположения 
о том, что k± содержит корни степени п0 из 1. Затем при помощи 
теорем из 3° и 4° построим пример, опровергающий гипотезу Хассе.

Пусть — группа 16-го порядка, заданная образующими а, 8 и 
соотношениями а8=1, 82 = а4, р-1ар1 = а7.

Пусть k0 — поле с не равной 2 характеристикой, ^ = ^0^), 62=а— 
квадратичное поле. Гомоморфизм группы на группу автоморфизмов 
поля k± зададим формулами: 6“ = 6, =— 0. Ядром гомоморфизма
является циклическая группа {а} 8-го порядка. Далее, пусть 
kx = ka^, vj), 62 = a, У — b— поле с четверной группой. Гомоморфизм 

на группу автоморфизмов У определим формулами: 6“=0, =—О, 
т(а = — г;, 7)3 = т]. Ядром будет циклическая группа {а2} 4-го порядка. 
Исследуем условия согласности для и kx с используя форму­
лировку В.

Теорема.

Ц + йоП, Ц + П + ЫУ^, У2)[—Ь -1],

Ш1, П + -а][Ь П + 6][-1, -1].

Здесь через \р, q\ обозначена алгебра обобщенных кватернионов, 
т. е. алгебра k0(i, jj при i2=p, j2 = q, ij = —ji. В частности, [1, 1| 
есть алгебра матриц второго порядка, [—1, —1] — алгебра обыкновен­
ных кватернионов. Теорема доказывается прямым вычислением, кото­
рое мы опускаем.

Из первого утверждения теоремы заключаем, что для согласности 
@ и k± необходимо и достаточно, чтобы алгебра кватернионов 
[— 1, —1] распадалась в поле й0(У—а> У^).

Из второго утверждения заключаем, что для погружаемости ky в 
поле (или алгебру Галуа) с группой необходимо, чтобы на­
шлось такое b € k0, что:

I. [Ь, — а] распадается в /г0.
II. [2, &]«[—!, —1] в кп(У—а).
При этом, поскольку речь идет о погружении в алгебру, не исклю­

чено и b = 1.
Положим, что есть поле рациональных чисел и а = 7.
Условие согласности выполняется, ибо }/ —14 € &0 (/-7, У2) и 

— 14 = (г + 2j + З^)2.
Покажем, что не существует числа Ь, удовлетворяющего требова­

ниям I и II. Легко видеть, что [2, 5] « [—1, —1] в k0 (У—7), ибо 
1 12 = р2, где Р1 = у=- (г + 2/ + 3£)2; 5 = Р2, где р2 = (i - 5/ + 3£)2

и Р1Р2 — ’ РгРі-
Следовательно, для [2, Ь]^[—1, —1] необходимо и достаточно, 

чтобы b = 5N^/hi (к), где ® = k0(V —7, У2), kL = /г0 (У—7). В силу 5° 
к = к2к3 при к26 Ло()/2), к3€ k„(y—14) и b = 5 (л2 4- 14_у2) (и2 — 2v2) при 
х, у, и, v € k^.

Из I заключаем, что b = w2 + 7t2 при w, t € /г0.
Покажем, что уравнение 5 (х2 + 14у2)(и2 — 2v2) = w2 + 7t2 не имеет 

решений в рациональных числах. Обозначим через Q множество не­
четных простых чисел q, отличных от 7 и для которых = — 1 и 

( — ) = — 1- 5 fc Q. Числа из Q не могут входить в и2 — 2г>2 и w2 -I- 7І2 
в нечетных степенях. В поле (|/—14) имеется два рода, и простые 
делители чисел из Q принадлежат не главному роду, все же осталь­
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ные простые идеалы принадлежат главному роду. Следовательно, 
если простые числа из Q входят в нечетных степенях в форму 
л2 + 14у2, то их число четное, и в 5(х2 + 14у2) входит в нечетной 
степени по крайней мере одно простое число из Q. Тем самым не­
разрешимость уравнения доказана, а вместе с тем доказана невозмож­
ность погружения k1 = k(,(\/7) в поле (и алгебру Галуа) с группой

при данном гомоморфизме © на группу автоморфизмов kY.
7°. Теперь легко опровергнуть и предположение Хассе.
Возьмем к = к0(ў7, /2, /ТТі) = где k2 = k0 (/2, У^) и 

@ = @^2, где — группа из 6°, ®2— группа поля Л2. Гомоморфизм 
@ на группу автоморфизмов k определен согласно 3°. В силу 3°@ со­
гласно с k. В силу 4°, если бы А погружалось в К с группой то 
k± погружалось бы в с группой что невозможно в силу 6°. Ядром 
гомоморфизма @ на группу автоморфизмов k является циклическая
группа 8-го порядка, и k содержит первообразный корень 1 + К—1 8-йкт
степени из 1, так что дополнительные предположения Хассе выполнены.

Поступило
29 XII 1953
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