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МАТЕМАТИКА

и. п. мысовских

О ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ки = k (х, у) и2 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 22 XII 1953)

В работе доказывается существование решения следующей гра­
ничной задачи:

Найти функцию и, удовлетворяющую в области D дифференциаль­
ному уравнению

Аи = k (%, у) и2 (1)

и условию на границе S
(2)

Относительно области D предполагается, что она ограничена, одно­
связна и имеет достаточно гладкую границу 5. Предполагается, что 
k (х, у) положительная и непрерывно дифференцируемая в замкнутой 
области D функция; /(s) непрерывна, неотрицательна и отлична от 
тождественного нуля на S.

Обозначим через м гармоническую в области D функцию, удов­
летворяющую граничному условию (2). Если ввести новую неизвест­
ную функцию v — и — м, то для нее граничная задача будет форму­
лироваться так:

Найти функцию V, удовлетворяющую в области D дифференциаль­
ному уравнению

Xv — k (х, у/) (v + и)2 (3)

и граничному условию
v is = о. (4)

Такая задача равносильна интегральному уравнению

v (х, у) + G (х, у; В, r() k (В, vj) |Ф (В, т;) + м (В, r^d^d-q = 0, (5)
D

где G(x, у; В, "ф — функция Грина оператора Лапласа для области D. 
Интегральное уравнение (5) будем решать методом Ньютона, взяв 

за начальное приближение Докажем сходимость последова­
тельных приближений, определяемых методом Ньютона, не прибегая 
к общим теоремам о сходимости этого метода (*), которые непосред­
ственно в нашем случае неприменимы (не предполагается малость 
области D или граничных условий).
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Последовательные приближения в методе Ньютона определяются 
из линейных интегральных уравнений;

vk(x, у) — (х,у) +
+ G (х, у; ?, т]) k (5, т]) 2 [^-i (S, т)) +и ($,т;)] [тк (5, rj—vh-i (б,^)]2^ d-ц =

D
= — %-i (x,y) — ^G (x, y; c, 7() k (;, т)) (5, rj + и (5, т;)]2 di d-ц

(^ = 1,2,...). (6)
Докажем, что последовательность непрерывных функций {yh (х, j/)} 

равномерно в области D сходится к функции v(x, у). Тогда ясно, 
что v(x,y)— решение интегрального уравнения (5) и, следовательно, 
граничной задачи (3), (4). Чтобы убедиться в этом, достаточно перей­
ти к пределу в соотношении (6) при k-><x>.

Полагая в (6) k = \, получим

■»1 (х, у) + G (х, у; 5,7)) ($, rj 2« (5, («, fi) di d-ц =
о

= — G (х, у; 5, т]) k (с, т;) и1 (5, т;) di d-ц.
D

(7)

Интегральные уравнения (6) при k^2 преобразуем следующим 
образом: первое слагаемое правой части уравнения с номером k = п 
(— (х, j/)) заменим его выражением из уравнения с номером
k = п— 1. После преобразования уравнения (6) запишутся так:

Vn (х, Jl) — Vn-i (х, JO +
+ J j G (Х>У, 5, 7J k (;, -ц) 2 7))+a(6, 7])] [■»„ ($, -ц) — Vn^ (5, t;)] dt d-ц =

"d

= — 5, *i) ri) 7i) — (n = 2,3,...). (8)
D

При доказательстве сходимости последовательности {vn (х, j/)} нам 
удобнее иметь дело не с интегральными уравнениями (7), (8), а с 
равносильными им граничными задачами. Интегральное уравнение 
(7) равносильно задаче:

Д — 2kuvx — ku'1-, (9)

®i|s = 0; (Ю)
уравнения (8) равносильны граничным задачам:

Д (fп — — 2k + и) (vn — ц„_і) = k (цл_і — гі„_2)2, (Ц)
(ц„ — |s = 0 (n = 2, 3, . ..). (12)

Будем пользоваться следующим фактом (2). Обозначим через 
и zz3 решения граничных задач с нулевыми условиями на границе 
для уравнений

Д'Л— РЛх, у)!^ =/±(х, у), (13)
^'h~P-2(x,y)ii2=f2(x, у), (14)

где pi, fi (z = l,2) непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют 
неравенствам

Рі^,У)>0, fi(x,y)^0-, (15)
Pi(x,y)^.p2(x,y), f^x, y)^f2(x,y) (16) 
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в области 1J. Тогда справедливо неравенство
|и2 К ^)| < |»1 (л, j/)|-

При выполнении неравенств (15) М;<^0 в D.
Рассмотрим граничную задачу (9), (10). Так как /(s)^-O и отлич­

на от тождественного нуля, то и положительна в D и, следовательно, 
для уравнения (9) выполнены неравенства (15). Имеем Уста­
новим неравенство

i^iKy- (17)
Перепишем уравнение (9) в виде

Af ! = 2kll (f х + yj (91)

и докажем, что сумма + и / 2 неотрицательна. Если бы эта сумма 
была отрицательна хоть в одной точке из D (на границе области D 
она неотрицательна), то нашлась бы точка у0) Е D, в которой 
v1 + u/2 достигает отрицательного минимума, и мы имели бы в этой 
точке

Д + у] = Дг,г> °>

что противоречит (91). Неравенство (17) установлено.
Рассмотрим граничную задачу (11), (12) при п — 2:

A(f2~fi) — 2k(v1+u)(v2 — f i) = kvl, (ll2)
(f2-fi)|s = 0. (122)

Наряду с задачей (И2), (122) рассмотрим граничную задачу для 
уравнения

AV2-2Ay V2 = ^-f (18)

при нулевых граничных условиях. Ввиду неравенства (17)
|f2 — KI ^al- U9)

Записывая уравнение (18) в виде
ДУ2 = Л«[у2 +j],

докажем, как это делалось выше, что
К.К^. . (20)

Сопоставляя неравенства (19) и (20), получим:

(21)
Из неравенств (17) и (21) следует

I wcf+lK- <22>

Перейдем к граничной .задаче (11), (12) при я = 3:
A (f з — f 2) — 2k [f 2 + u] (f 3 — f 2) = k (f, — fj)2; (113)

K- ^2)|s = 0. (12s)
Рассмотрим граничную задачу для уравнения 

АПз-24^з = ^
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при нулевых гриничных условиях. На основании (21) и (22) имеем: 
И3).

Как и выше, устанавливаем, что

О 
и, следовательно,

Продолжая таким же образом, получим для любого w.

Имеем:
I ^^Р 'Ул | ^ | ^/г+р — 'Ул+^—1 j + . . . + | Т*л+1 — Vn |

Ясно, что последовательность {vn (х, у)} сходится в D равномерно к 
непрерывной функции v(x, у).

Из (23), переходя к пределу при р-^-па, получим оценку ошибки 
приближения v„:

и
2"‘ (24)

При п = 0 из (24) получаем

и «,
поэтому для решения исходной граничной задачи (I), (2) и — v + и
выполнены неравенства: 0

Отметим, что неотрицательное решение задачи (1), (2) единственно.
Для задачи Sv = (т + I)2, v = 0 на окружности х2 -у у2 = R-, 

-у (0,0) как угодно близко к—1, если R достаточно большое. Отсюда 
вытекает, что | vn (0, 0) — v (0, 0) | как угодно близко к ~ при R до­

статочно большом (здесь и = 1), и в этом смысле оценка (24) является 
точной.

Результат верен в случае любого числа измерений. Мы ограничи­
лись случаем двух измерений лишь для упрощения записи. Разу­
меется, все остается в силе для уравнения и" = й(х)и2.

Способ доказательства можно распространить на уравнения более 
общего вида Ди = f(x, у, и), если на функции f,dfldu, d2f I ди2 нало­
жить ограничения типа неравенств.

Поступило 
10 XII 1953
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