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§ 1. Геодезические линии на эллипсоидах прежде всего опреде­
ляются на основании теоремы о том, что материальная точка при 
отсутствии внешних сил должна двигаться на поверхности по геоде­
зической кривой.

Полагая т = 1 и k = 1 (что можно всегда сделать при надлежа­
щем выборе единиц массы и длины), мы будем иметь уравнение дви­
жения материальной точки по поверхности

f(x,y, z) = О (1)'
в пространстве Лобачевского в следующей форме:

х" = v2x + Нх, 
у" = v2y + Ну, 
z" = v2z + Н2, 
и" = v2u + Ни‘,

(2}

между вейерштрассовыми координатами имеется соотношение 
x2+j/2 + 22 —я2 = —1, (3}

а Нх, Ну, Нг, Ни имеют следующие значения:

н, - х [ф„ Ці++ ф„ г].

н, = х Гф„ £ + ф/-±і’ + ф„^1 , L и- и j
Н2 = X [Ф и + Ф^ +

Ни = X [Ф^Х -|- ФуиУ Н- Фги^], 
где

■™ — хди ‘ Ц дх

+ • (5>

Если уравнение эллипсоида имеет вид 
Ах2 + By2 + Cz2 = и2, (6)

991



•то уравнения (2) обращаются в следующие:

X" = v2x + 2Д/.Л,
У" = + 2ВХу,
z" = v2z + 2CZz, 
и" = v2u + 2X«. ’

(7)

Уравнение (6) после двойного дифференцирования дает

Подставляя же сюда вместо х", у", z" их значения из (7), полу­
чаем: '

2/. [А2х2 + В2у2 + C2z2 — а2] = — [Ax'2 + By'2 + Cz’2 — и'2]. (8)

Но, 9 ДРУг°й стороны, умножая последовательно уравнения (7) на 
Ах, By, Cz , —и.' и складывая, имеем:

Ax'х:' + By'у" + Cz'z" — и'и" = 2Х [А2хх' + В2уу' + C2zz' — ии']. (9)
Разделяя же почленно (9) на (8), имеем:

+ В*уу’ + (Угг’ - ии'. _ Ах’х" + By'у" + Сг'г" — и’и”
А^х^ + в2у2 + С2г2 — и2 Ах'2 + Ву’г + Сг'2—и^ ’ *10)

интегрирование же дает
И3^2 + В2у2 + C2z2 — и2) (Ах'2 + By'2 + Су'2 — и'2) = const. (11)

Уравнение касательной плоскости к эллипсоиду имеет вид
АхХ + By Y + CzZ — uU = 0.

Расстояние о точки (0, 0, 0, 1) от этой плоскости определяется 
формулой:

sh 8 = - “ ----- (1 о)
V А2х2 + В2у2 + (Уг2 — и2 ' '

Далее находим уравнение плоскости, проходящей через начало 
координат (т. е. центр эллипсоида) и перпендикулярной к касатель­
ной к геодезической, имея в виду уравнения касательной:

KuX~lxuZ^zxU, 
^zu Y — 8уВ Z = 8zy U.

Искомое уравнение плоскости имеет вид:

^хиХ + 8уЦ Y + bzuZ == 0.
Уравнения же

— = L — z _
^хи ®yu Szu

(13)

(14)

(15)

представляют уравнения прямой, проходящей через /И и перпендику­
лярной к (14).

Подставляя в уравнение эллипсоида (6) и (3) значение (х, у, z) 
из (15), имеем:

р3 (Л81„ + Д82а + C8L) = U2, (16)
рЖд+.^ + б^^-!. (17)

992



Но уравнение (3) и другие дают после ряда преобразований
8JB + S^ + SL = 1, . (18)

АЪ2и + Воуи + С83„ = (Ax'2 + By2 + Cz2— и'2) и2. (19)
Из (16)

U
Р = —.и К Ах'2 + By'2 + Cz'2 — и'2

и, используя (17) и (19), получаем
= и VАх'2 + By'2 + Cz'2 - и'2.

Если U = ch г, где г —расстояние от центра, то
с th г = а ]/ Ах'2 + By'2 + Cz'2 — и'2.

Наконец, из (И) и (12) получаем
shSthr = const.

В этом и состоит обобщение известной теоремы Иохимсталя о том, 
что для геодезической кривой поверхности второго порядка

or = const.
Конечно, таким же образом рассуждения проводятся и для гипер­

болоидов.
§ 2. В вопросе об уравнении геодезических линий на эллипсоиде 

мы ограничиваемся только указанием на возможность вывода (анало­
гичного проводимому в евклидовом пространстве) из аналога лагран­
жевых уравнений 1-го рода уравнений второго рода

dt [dqj дЧи ~ 'дх ’

где qk — независимые параметры, q'k = dqk / dt; Т = у (х'2 + Уа + z'2 — 
m z, „ X dU Y dU Z du— k-u z); U — потенциал, для которого ~й ~~ду ' ~ Hz '

и отсюда обычными приемами получаются канонические уравнения 
Гамильтона:

dt dpk ’ dt ддк ’ ’
где pk — dT!dq'k.

Остается в силе весь ход вычислений в якобиевском методе опре­
деления геодезических кривых поверхностей второго порядка с упо­
треблением эллиптических координат ^., являющихся решениями урав­
нения

В результате получаем уравнение геодезических линий в форме: 
С . f Я^дг _ ,

С д2̂  + С д2̂  = 4 t)

Q (q) = (a — q)(b — q) (c — q) (d - q) (a + х/г hq) q,
так что решение и для неевклидова пространства зависит от ультра- 
эллиптических интегралов 1-го класса.
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