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МАТЕМАТИКА

Н. И. АХИЕЗЕР

О НАИЛУЧШЕМ ВЗВЕШЕННОМ ПРИБЛИЖЕНИИ НА ВСЕЙ ОСИ 
ПОСРЕДСТВОМ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 14 XII1953)

Настоящая заметка примыкает к моей работе (J) и имеет целью 
обобщение данного там критерия на случай наилучшего взвешенного 
приближения при помощи целых функций конечной степени. Мы 
задаемся непрерывной функцией Ф(х)^>1 (—оо-<х-<оо) и под укло­
нением функции ф(х) от функции ®(х) понимаем величину

sup
—ОО^.Г^СО

I <Р (Х) — ф (х) I 
Ф(х) = II ? — Ф И®-

Функцию Ф (х) мы будем предполагать майорантой квазиконечного 
(и, в частности, конечного) роста по введенной С. Н. Бернштейном (2) 
терминологии. Это значит, что при любом р>0 существует такая 
целая (трансцендентная) функция Ф?(г) степени q = q (р) (для майо- 
ранты конечного роста q = р), что для всякой целой функции g (z) 
степени неравенство

|£(х)|<Ф(х) (—оо<х<оо) (1)
влечет в каждой точке z полуплоскости (соотв. 3z<C0) не­
равенство

Iё(г) к| Ф?(г) | (соотв. |^(г)|<|Фг(г)|). (2)
Простейшей майорантой и притом конечного роста является кон­
станта: если Ф (х) = М = const, то q = р и Ф? (z) = Ме~ірг.

Теорема. Пусть /(х) (— оо < х < оо) — вещественная непрерыв­
ная функция, a Gp (х) — некоторая вещественная целая функция 

. п f(x)-Gp(x)степени -% р. Если отношение----- m "— обладает на оси — оо < Ш (X)
< х < оо чебышевским множеством * и если это множество (назо- 
вем его Wi) является множеством корней вещественной целой 
функции конечной степени Q (г), для которой Игл = 0, т0 у-^со ОУ)

* Напомним определение чебышевского множества, данное в р). Пусть веще­
ственная функция <р (х) (—со<х<оо) принимает хотя бы по одному разу оба зна­
чения + £ (L = sup | <р (х) |); чебышевским множеством функции <р (х) назы- 

— ОО < .г < GO
вается последовательность (если она существует) точек . . . < %і+і < . . . ,
в которых <р (х) поочередно принимает значения L^, —L^ и которая не является 
частью какой-нибудь последовательности этого рода.

Gp (х) среди всех целых функций степени С р наименее уклоняется 
от f (х) в смысле данного выше определения.
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Д о к а з ат е л ь с т в о. Допуская противное, примем, что существует 
вещественная целая функция Gp(x) степени -^р, для которой

іі/-о;ііф<іі/-Мф=^ (3)
и введем разность F(x) = Gp(x)— G*(x). Если чебышевское множе­
ство есть

. . . < Xj < Xj+i <. . . , (4)
то на основании (3) функция F (х) в точках (4) отлична от нуля и 
имеет значения чередующихся знаков. Следовательно, между каждыми 
двумя точками хр xj+1 функция F (х) имеет корень уг Принимая 
для простоты, что точка х = 0 не принадлежит множеству ЭД, можем 
функцию И (г) представить в виде

Q (г) = Hm JJ fl —-V 
Г I xj I <R ' X’'

где a — вещественная константа, которая может иметь произвольное 
значение. Эту константу а выберем так, чтобы индикаторная диаграмма 
функции Q (z) содержала отрезок мнимой оси [—ip, ip]. Возможность 
такого выбора константы а вытекает из следующих соображений: 
в неравенстве (1) в качестве g(x) может быть взята функция е^’рх, 
поэтому при любом > 0 ерУ | Ф9 (гу) | и, значит,

lim £ . . . = О, 
±у—»оо (+ 1У)

так что индикаторная диаграмма функции Q (z) содержит отрезок 
длины 2р, параллельный мнимой оси и симметричный относительно 
вещественной оси в силу вещественности функции Q (z), а при изме­
нении а этот отрезок перемещается параллельно мнимой оси. В силу 
указанного выбора a

An (9) | sinO |. (5)
Теперь построим с тем же а функцию

о> (z) = lim J] Г1 — —\ 
\yj\<R< Уі'

принимая снова для простоты, что ни одно из чисел у не равняется 
нулю, и положим

F(z) = ^(z)^(z), (6)
где ф (z) есть также целая функция конечной степени. Мы докажем, 
что ф (z) есть тождественный нуль; тем самым теорема будет доказана. 

Отношение (z) = (z) IQ. (z) есть функция, мнимая часть которой 
сохраняет постоянный знак в полуплоскости Sz^>0 и противополож­
ный знак в полуплоскости Поэтому каждая из величин 'b(z) I z,
1 I zty (z) равномерно стремится к конечному пределу при lz|—>оо в 
каждом из углов |те/2 — argz|<8, | — «/2 —argz I<8 (о<>/2), 
откуда, между прочим, следует, что Aa(6) = An(6)

Далее, поскольку |F(x) |<2АФ(х) (— оо<х<оо), то по свой­
ству майоранты

<2А | Ф9(г)|, |Д(?)|<2А|ФДг)| @z>0) (7)
и (см. (3)) 

со

$ ^^^^<2/:^, (8)

где Ср<<х зависит только от р и Ф(х). 
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Из (6) и (7) вытекает, что

, , , ... .2Д|Ф^у)1 2£ >1<М<У)1 , .
|?(_j)l< | ы (1^)1 у|Ф(іу)1 |Щ«у)| )’

т. е. lim ф(±(У) = 0. Поэтому, на основании одной теоремы М. Карт­
райт, вне некоторых исключительных кружков при г-»оо

In I ф (г?9) I _ pl I cos 61 + 0(1) (|9|<«/2),
Г \k21 cos 9 I -ь о (1) (|« —9 |<tt/2),

где kXt k2 — постоянные, сумма которых больше или равна нулю, иг 
подобным образом, в силу (8), также вне некоторых исключительных 
кружков, при г —> оо

1 In If (re1®) I I . ni і /n , л \—1—у—— = a I Sin 61 + о (1) (9 0, It),

где a — степень функции F(z). На основании всего сказанного

а | sin 91 — йд (9) + k± I cos 9 I (191 it / 2);
a I sin 91 = ha (9) + k21 cos 9 | (| it — 91< it / 2).

Отсюда и из (5) следует, что р, а так как то о = р. Сле­
довательно, &! = й2 = 0 и, значит, © (z) — функция нулевой степени. 
Но lim ©(ДдУ^О. Поэтому на основании теоремы С. Н. Бернштейна 
©(z) = 0, и теорема доказана.

Для иллюстрации теоремы положим Ф(х)=|/У (х)|^-1 (—oo<x<j5o), 
где Н (z)— целая функция конечной степени. Так как Ф(х) есть по' 
условию майоранта, то

С In I Я(х) I 
' 1 + х2 dx < ос.

Вводя положительную на вещественной оси целую функцию конеч­
ной степени Н (г) Н (г) и используя теорему заметки (4), можем по­
строить целую функцию конечной степени

Ш = еаг+Ь Щ1-
l^+^n)Z 

am + і^т
в

(а и b вещественны, ^m>0); пусть ее степень <з, для которой

I £ W I = IЩ*) I (—оо<л<оо).
Функция g (z) не имеет корней в полуплоскости и, кроме

того, hg(— По терминологии Б. Я. Левина (5) g (z) есть
функция класса Р. Тем же свойством обладает функция g(z)ei;z при 
т>0, степень которой равна a + -t. В силу доказанной Б. Я- Леви­
ным (5) теоремы, мы можем при Ф (х) = | g (х) | положить

Фдг) = (£и’ 
lg (z) e~l<-p-a')z,

если р о; 
если р^-^,

так что

9 = Я (р) =
\Р

(р<°);

(Р>®)-
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Возьмем теперь функцию
+ Вх и д’ 

х‘ + + TTki

Наша теорема позволяет найти погрешность наилучшего приближения 
этой функции при весе / Н (х) | при помощи целой функции степени 
Р > °- С этой целью напишем тождество

~4~ 1-—/: 1 / р—ЦР—оУх+Н । X—kl , g (х)
2 U-4Z g^e / =

= m + ^-ki - GP и) = ? M.

тде
L > 0, D = kiLg(ik) 

Функция
L+Л I fg (z) -i (p-aU+iS

имеет в полуплоскости ^>0 модуль >1, а в полуплоскости
модуль < 1 и рассмотрение ее аргумента на вещественной оси пока­
зывает, что функция ср (х) обладает на оси —оо<х<оо чебышев­
ским множеством, которое совпадает с множеством корней целой 

.функции

(г + ki^g (z) - (z- ki^g (z) е‘<Р-^2-‘& = Q (z).

5 Б- Я. Левин, Изв. АН СССР,
45 (1950). С. Н. Бернштейн, ДАН, 51, № 7 (1946).

Как выше было указано, поскольку р > а, Фг (z) = e-^P-^g (z). Значит,
-УФу (<У) _________________ yggCP—a'Iy

П (У-k)2gvy^(p-°)y-iS__ + k)2g(iy) e<P~°)yy‘s

стремится к нулю при_у-»оо, и наша теорема применима. Поэтому 
упомянутая погрешность наилучшего приближения равна

Ар, А + дЛ 
.х2 + А2/ ~ k I g (ik) I

Если учесть, что при_у = ^г>0

In lg(z) I = JL C lnlg«H dt , 
я (t—x)2 +y2ai + У’

—oo

то этот результат может быть представлен в виде

Ар, |я(ж)|
'А + Вх] 
.хг + k2j ~

^A2 + B2k2 пЪ-------- :_____ р—рп р2k2 К е

k Р In
7Г J /*+fe*

—со

При И(/) — 1 получаем известную формулу С. Н. Бернштейна (6).

Поступило 
14X111953
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