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В (х) были исследованы уравнения квантовой гидродинамики для 
незаряженной жидкости. *

Рассмотрим теперь заряженную квантовую жидкость в электро­
магнитном поле. В этом случае оператор плотности тока j имеет вид: 
j = '2Г — W+Ф)---- е— и к гамильтониану жидкости следует
прибавить гамильтониан поля (см. (2)):

/ п2 П2
x/2vpv + w (р) -j- eW+Ф® 2«с2 -------

(rot А)2 
8тг (1)

U^dL/di-, (Л4)0 = ©0 = О (Ео = О); р = mW;
т] — диэлектрическая проницаемость жидкости; введение у целесооб­
разно, так как в гидродинамике кср^> п~'1* (к — длина волны, п — плот­
ность частиц). Зависимость т; от частоты может быть учтена после 
разложения И по осцилляторам поля.

Импульсы, сопряженные компонентам четырехмерного потенциала, 
связаны с А и © соотношениями (2):

П = А + V©')
4тсс \ с ‘ J п4 = + div

4 4тгс \ с /

Нетрудно показать, что соотношения коммутации для у,, р и jt, jk 
в f1) можно получить не только при бозевских, но и при фер­
миевских соотношениях коммутации между Т+ и Т: W+W' + ’I,'W+ = 
= 8 (г — г') и т. д. Однако даже в случае статистики Ферми для 
самих частиц усредненная «гидродинамическая» плотность р, входя­
щая в ^(р), не должна быть ограничена уже фермиевским соотноше­
нием для р (г, г') — тФ+ (г) Т (г'): р2 (г, г') = тр (г, г'). В гидродинамиче­
ской модели статистика, которой подчиняются частицы, определяет 
лишь зависимость w от р. Поэтому можно думать, что для «гидродина­
мических» операторных функций Ф+, (Г всегда следует выбирать бозев- 
ские соотношения коммутации.

В (*) было показано, что низший уровень энергии системы нахо­
дится из условий:

8/7 _ 8/7 _ 8/7 8/7 _ „ ,. _ . ..
< - 8ф0 - 8Лго - 8Пго -
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т. е. (®o)2 е 1
~Г~ + (Ро) + ?о — £о; div (pov°) = 0;

?о = °; ДА0 = —— pov°, (2>

/ V ф V ' \где v° = м \ФГ~4р ^ІА°; ^0’ Аоі и поі - классические вели 

чины.
Примем, что Ф+ = + Ф = ф0 +А, = Лоі + Пг = п г , П:

и разложим Н В ряд по 4- ф, А, А: И = Н° + Н 2J + ... Ограни­
чиваясь членом Н™, находим Г = Т ^(2), f] и т. д. Вместо f и 
ПРИ %^nst Удобно ввести переменные: р<о = (ф*̂  ф+) J. ч чен

*Х и р'1) были впервые введены в качестве канонических переменных Б. И. Давы­
довым.

первого порядка в разложении р но ф+ и 0 и ■/_ = ___. у(1) _
г ' 0 фо'

— grad/ ——A'; v<0 —член первого порядка в разложении v; при 
О0— const х и pW явлЛотся каноническими переменными: Гу (г), р(« (г'М = 
= — /ЙЗ (г — г') *.  Тогда (для v° = Ао = 0):

х + ®"р(1> + А- св' = 0; Р(1) + р0Дх — ~ Ро div А' = 0; 
III /ПС

ДА' - 4 А' = - fvz - — А'); Д?' - 4 ? = - pW (3> 
с тс \ тс J ‘ с2 ‘ -цт Р •

Решение имеет вид ІЫ; для собственных значений ek =
получаем две поперечные ветви (А^±к): = %2 = («^ + с3^2)/^ и одну

о>? 4тте2р
продольную ветвь (A'ft ||к): = — + s2^2; «2 = —2~ ;s2 = w>0. В слу­
чае v°=^0 <ог зависят от V0. В формулах для о>г tj зависит, вообще 
говоря, от о». Таким образом, все частоты отличны от нуля и удовле­
творяют условию сверхтекучести Ландау (3).

Л / V ф V ф*\
Найдем ротор скорости в основном состоянии v° = ---- —

— 4а0: rotv° = — --Но —для v° получаем уравнение Лондона. Мы 
видим, что уравнение Лондона всегда имеет место для таких состоя­
ний квантовых заряженных систем, когда вторично квантованная функ­
ция *Т  равна классической величине (вырожденные состояния). Вырож­
дение такого типа возможно лишь в случае бозевских соотношений 
коммутации между ГР+ и W, но при этом в гидродинамической модели 
необязательно, чтобы сами частицы подчинялись статистике Бозе. 
В (2) было показано, что вырожденные состояния системы, при кото­
рых соответствуют низшему уровню энергии системы и имеют
чисто квантовую природу (аналогично эйнштейновской конденсации).

Отметим, что и для скорости v(1> = Vx — А' выполняется соот­

ношение Лондона: rotv(1> =-----— Н'.тс
В гидродинамической модели диэлектрическая проницаемость -ц 

может оказаться очень большой (ср. (4)). При <о = 0 у = 1 + X

X гДе noi — числа заполнения, соответствующие переходам из
i “of
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. - 
основного состояния 0 в состояние г, ю0; = -—— — частоты этих 
лереходов. Для длинноволновой части спектра <оОг- и not зависят от

Snoi _
Ы0І

I Л А А дА п “эфф ‘ 1f1 * •’ 'np"
Можно рассмотреть также заряженную жидкость, связанную с ре­

шеткой (см. (s)). При этом уравнения (3) для pW и у не изменяются, 
л уравнения для ф' и А' приобретают вид:
I»'- ? ^11 + ЛА' - AX' = - ^(vZ -іA'-i)

и прибавляется уравнение для вектора деформации решетки и:

ii —(a2 —62)Vdivu —62Ди = 44^ф' + —An а « Ь'^ Ю5 см/сек. /И \ ‘ С . ,^J

В этом случае получаются две продольные и четыре поперечные ветви 
частот. Частоты поперечных ветвей равны:

ь>2 (1 + т[М) + (с2 4- й2ю) А2,___
О)2 = ------------------------ - ------------------------------ I-

1, 2, 3, 4 2т) •

Т /[“о (* + ^2]2- ^2*2 К + :

»2 = <»2 — + 0)2=
1 2 7] \ М) 7) ’ 3 4

частоты продольных ветвей определяются из уравнения:

(^ _ 0,2) + S2^2 _ „2^ _ (й)2 _ ^2) = Q.

+ + %s2~a2.

Интересно, что частота продольных колебаний решетки о>~а£ при 
наличии связи с жидкостью изменяется и при v°=^=0 оказывается зави­
сящей от v°. Из условия сверхтекучести (3) е (р) — (v, р) = 0 нетрудно 
найти критическую скорость лк —« и соответствующее критическое 
поле Нк = У4тср0 лк — Ю3 эрст (а и, следовательно, Нк зависят от массы 
иона М). Однако эта оценка может оказаться неправильной, так как 
критическая скорость, а также температура перехода определяются 
главным образом коротковолновыми возбуждениями Р), которые не 
могут быть рассмотрены в рамках гидродинамики. В случае электрон­
ной ферми-жидкости исследование коротковолновых возбуждений осо­
бенно важно, так как спектр этих возбуждений должен, повидимому, 
существенным образом определяться особенностями статистики Ферми 
и взаимодействием с решеткой.

Условие применимости нашей теории имеет вид (см. р)):
<С^(2); Неравенство Я(3)<С^(2) накладывает ряд условий
на s, No/V, т, a, b, М. В случае заряженной жидкости, связанной 
с решеткой, эти неравенства, которые, очевидно, играют роль усло­
вий сверхпроводимости в гидродинамической модели, имеют довольно 
сложный вид.
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В заключение рассмотрим заряженный неидеальный бозе-газ с элек­
тромагнитным взаимодействием между частицами (бозе-плазма). Гамиль­
тониан системы равен

н = Hf + i (-т v ~ т dr + е $ dr +

+ 4~ $ ф+ (г) (г') и (г, г') W (г) W (г') dr dr'-,

Hf — гамильтониан поля. S/УУравнение = 0 для ф0 имеет вид f1):
<>то

І ("Г V “ V + $ I Фо (Г') Г U (Г’ Г') ^Г'Фо = 8т!пфо«

Аналогичное нелинейное уравнение было предложено в (в) для фено­
менологического описания сверхпроводящего состояния.

Поскольку система подчиняется бозевским соотношениям комму­
тации, для скорости v° в основном состоянии, как и в гидродинамике, 
получается уравнение Лондона. Напишем уравнения для ф+, ф, А;, П; 
вместо ф+ и ф удобно ввести / и pW (см. выше). Тогда получаются 
такие же уравнения, как уравнения (3) в гидродинамике, лишь пер­
вое уравнение (3) заменяется уравнением: / + 4 V U(г, г') pw (г') dr'—

Ар^^ в /
— ----- ~т ® = 0 (vo = O)- Частоты оказываются равными:

<Л2 + С2#2 “п 1 / М Г „2 \=-V-. •;=тг+1 к" •пи(г)*+

“о / N Спри малых k ®2^:-y- + s2^2; s = у \ Udr — скорость звука для 
неидеального бозе-газа (см. (7)). Введение имеет смысл лишь 
для k (No/V)1з. Таким образом, длинноволновые возбуждения бозе- 
плазмы совпадают с гидродинамическими возбуждениями.
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