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ОБ ОДНОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ ПАРЫ НАЛОЖИМЫХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ

(Представлено академиком П. С. Александровым 15 XII 1953)

В настоящем сообщении рассматривается некоторое преобразование 
пары метрически наложимых /г-мерных поверхностей евклидова Rn, 
выполнимое чисто алгебраическим путем; преобразование это, назы­
ваемое нами квазиподобным, сохраняет порядок метрической наложи­
мости данных поверхностей. Кроме того вводится тесно с ним связан­
ное преобразование, переводящее пары наложимых поверхностей из 
Rn в пары поверхностей из Rn+i, допускающих наложение в группе 
вращений с фиксированным центром.

п. 1. Пусть в евклидовом Rn заданы два положения ортогональ­
ного репера Т и Т' (не исключаются равные, но неконгруентные реперы); 
с ними естественно связываются два совмещенные пространства Rn и 
Rn, точечное соответствие между которыми устанавливается движе­
нием (1-го или 2-го рода), переводящим репер Т' в репер Т". Будем 
определять положение соответственных точек М’ и М" пространств 
Rn и Rn их радиус-векторами 0М'= х и ОМ!'— у, где О —фикси­
рованная точка Rn- Тогда движение L, переводящее Rn в Rn, пред­
ставится как соответствие х —>у = Лх + Ь, где А— ортогональная 
матрица первого или второго рода.

Сопоставим теперь паре точек х, у пару точек В,

4=kx, т; = йу. (1)
При постоянном k такое преобразование будет преобразованием подо­
бия; будем полагать, что k может изменяться с изменением пары 
точек, подвергаемых преобразованию. Пусть А — знак приращения, 
отвечающий переходу от пары точек х, у к паре точек х + Ах, у + Ду. 
Для приращений А? и Д^ мы получим: Д5= (й + Дй) Ах + Дйх, Ат; = 
= (й + Дй) Ду + Дйу. Вычисляем выражение Д$2 — ДтД для которого 
после некоторых преобразований находим

Д> - Д^ = k (k + Дй) {Ах2 - Ду2} + Дй • А {й (х2 — у2)}. (2)
При получении соотношения (2) мы не пользуемся еще изометри­

ческим характером соответствия между Rn и Rn, в силу которого 
Ах2 — Ау2 = 0, и, следовательно, (2) переходит в

ДІ2—Д^2 = ДЙ-Д{й(х2-у2)}. (3)
Если мы потребуем теперь, чтобы изометрическое соответствие 

х —* у преобразовалось в изометрическое же соответствие то. 
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исключая подобное преобразование Д^ = О, k — const, мы должны 
будем полагать

._ с • £ — сх * — СУ /41

* Равенство знаменателей в выражениях х и у есть следствие наложимости х и у.

х2  у2 ! х2   Х2 ““ у^ * '

Такое преобразование, определенное всюду, за исключением тех пар 
точек, где х2 — у2 = 0, мы называем квазиподобным преобразованием. 
Таким образом, имеет место:

Теорема 1. Единственное преобразование вида В = ^х, щ = £у, 
сохраняющее изометрию преобразуемой пары пространств (также 
каких-либо равных геометрических образов), есть, кроме подобного, 
квазиподобное преобразование (4).

Укажем на некоторые свойства квазиподобного преобразования.
Теорема 2. Квазиподобное преобразование обладает свойством 

взаимности.
Теорема 3. Квазиподобное преобразование пары изометриче­

ских пространств представляет для каждого из них в отдельно­
сти преобразование гомологии.

Если теперь применить квазиподобное преобразование к паре мет­
рически наложимых до порядка т (но вообще уже не равных) поверх­
ностей х = х(п;), у = у(иг), i=l, 2,..., п,

Ё- сх ~ СУ /га4 х2 _  у2 > 'I х2 _  у2 ’

то, учитывая, что требование метрической наложимости порядка т 
для пары аналитически параметризованных поверхностей означает, что 
выражение Дх2 — Ду2 исчезает с точностью до величин порядка 2т + 1 
относительно dui, мы из (2) найдем (следующие теоремы носят локаль­
ный характер и предполагают аналитичность поверхностей):

Теорема 4. Квазиподобное преобразование переводит пару 
поверхностей, наложимых до порядка т, в пару поверхностей, 
наложимых до того же порядка.

Следует отметить, что теперь квазиподобное преобразование уже 
не сводится к гомологии, так как движение, совмещающее х и у, 
меняется с изменением пары точек х, у.

п. 2. Приведем некоторые результаты, относящиеся к поведению 
соответствующих сопряженных направлений на налагающихся поверх­
ностях при квазиподобном преобразовании последних.

Теорема 5. Если некоторые р-направление и q-направление 
сопряжены на поверхностях х и у, допускающих метрическое нало­
жение, то соответствующие направления сопряжены и на квази­
подобно преобразованной паре поверхностей.

Теорема 6, Если многообразия и сопряжены с многообразиями v 
на паре налагающихся поверхностей х — х (иг, Vh), У = у («» ■щ), то 
эти многообразия сопряжены и на преобразованных квазиподобно 
поверхностях В, г/.

Некоторые типы Сопряженных систем, соответствующих на нала­
гающихся поверхностях, инвариантны относительно квазиподобного пре­
образования. Так, имеет место:

Теорема 7. Пара наложимых поверхностей *
= их (ид + У, =

+ ’ У ф (U;) + ф (Vh) ’

i = 1, 2, . .„ р; k = р + 1, ..., п,
с соответствующей на них конической системой переходит при 
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квазиподобном преобразовании в пару налагающихся поверхностей 
с соответствующей конической системой.

Могут быть высказаны также утверждения, касающиеся поведения 
трансформаций Лапласа при квазиподобном преобразовании пары нала­
гающихся поверхностей с соответствующей на них сопряженной сетью; 
например, справедлива теорема:

Теорема 8. Если на паре налагающихся поверхностей 
х = х(пх, и2), у = у(йі, и2) соответствует сопряженная сеть 
и1г и2, то трансформации Лапласа Xi и Уі в сторону линий щ пере­
ходят при квазиподобном преобразовании Xi, Y, в соответствующие 
трансформации Лапласа для квазиподобно преобразованных поверх- 

„ 7 * г СХ ~ суностеи ?, та если -----;, vi =—=, то1 • Х“_ У* 7 X* __ У” 7

- сХ{ - cYf
X2 —Y2 ’ Н,— X? —Y? ’ 1 ~ І! 2’

Во всех рассмотренных случаях исключительными являлись такие 
пары точек налагающихся поверхностей, для которых х2 — у2 = 0. 
Если бы равенство х2 — у2 = 0 имело место тождественно, то квази­
подобное преобразование такой пары поверхностей стало бы невоз­
можным. Случай этот может быть охарактеризован тем, что наложе­
ние поверхностей х и у достигается не в общей группе движений, а 
в группе' вращений с центром О, относительно которого и становится 
невозможным квазиподобное преобразование. Мы приводим некоторые 
результаты, касающиеся этого случая.

п. 3. Условимся через а обозначать вектор в Rn+i и писать а = 
= (а, ал+1}- Тогда может быть высказана

Теорема 9. Если х и у наложимы, в Rn до порядка т, то 
поверхности

1 = (хх, А _ А (Х2 _ У2){, = (ху, А + А (х2 - у2)) (6)

при любой функции X = X (цг) допускают наложение того же порядка 
в группе вращений Rn+1 с центром (О, 0).

Доказательство получается путем проверки равенств
t2 = ^2; Д £ _ Д^2 = X (X + ДХ) {ДХ2 — Ду2} .

Указанным путем получаются все пары поверхностей из Rn+i, на­
ложимые в группе вращений с заданным центром. Возможно и обрат­
ное преобразование:

Теорема 10. Если поверхности 1 = (5, $«+i), = (тр ^л-н) на­
ложимы до порядка т в группе вращений Rn+i с центром (О, 0), 
то поверхности

X = Р----к--  ’ У ~ 7----V----  $4+1—Wl ^п+іІ^п+і

из Rm допускают метрическое наложение того же порядка.
Пары поверхностей, получаемых при выборе верхнего или ниж­

него знака, суть, соответственно, квазиподобные преобразования друг 
друга.

При помощи преобразования теоремы 9 задача о налагающихся 
парах поверхностей с соответствующей на них конической системой 
сводится к задаче о парах поверхностей переноса, налагающихся 
в группе вращений.

Поступило
8 XII 1953
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