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МАТЕМАТИКА

И, А. КИПРИЯНОВ

О СУММИРОВАНИИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ 
ДЛЯ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 7 ! 1954)

В настоящей заметке мы имеем в виду обобщить ряд результатов 
С. М. Лозинского Ц) о суммировании тригонометрического интерпо­
ляционного процесса с равностоящими узлами на случай функций 
двух переменных.

Пусть

1 ^который бесконечный
I, h=0 

двойной ряд, 
Ц V

(1)

V- = 2j 2j (р, v = 0, 1,2,.. .)
\ г=о h=o
астные суммы этого ряда. Рассмотрим четырехмерную матрицу

   где k\

II (m, n, р, v = 0, 1, 2,...), 
(т, п) —некоторые вещественные числа, причем

»u,v =0, если р>щ или v>n.
При помощи этой матрицы образуем новую последовательность

т п
От, л = 2 2 5^, V. (2)

Ц=О У=о
Если < Jim от_п=а, то мы скажем, что ряд (1) суммируем мето­

дом (9ЛТ) к числу о. Символ (т, п^—^оо означает такое стремление 
т и пк бесконечности, при котором —1). Пусть/(%,у) — 
некоторая суммируемая функция; v(/) = s„,4(f; х,у) (р, v = 0,1,2,...)— 
последовательность частных сумм ее ряда Фурье. Положим

т п

От, п (/) = От, п (f; Х,у) = 2 2 v № х> у).
іх=о v=0

Обозначим через С множество функций f(x, у), которые непрерыв­
ны и 2іг-перйодйчны по х и по у. Если при/6С lim от, п (ft х,У)= 

г , . (т, л)т->ао
— Т\Х>У) равномерно для всех (х, у), то говорим, что метод сумми­
рования (5ШТ) фейеровский. Обозначая через Di (и) (г = 0, 1, 2,...) 
ядро Дирихле, положим

т п
Кт. п (5, t) = 2 2 k^D^ (S) D4 (0.

|x=0v=0
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. Пусть{М}й=і последовательность натуральных чисел, причем 
- + оо. Если/(х, j,) определена и конечна при (х, j/) € [0, 2л; о, 2 л], 

то полагаем
Хи = х(̂  = 2^ v _ _ 2™"т , у,-у,
(Н=1,2,..„ 2Vm; v=l>2,..„Vn);

N Ц
Im, n (fi X, y) = -±_ 2 yj Dm (X - Xj Dn (y - yj.

И>—1 v=i

n no_y, 
2/n + 1;

Если Mm = 2/n + 1, M = 2« 4-1 тп г i-f. . \ тригонометрический полинохм порядка < т по^ЛрядаТ^ В 
который совпадает с f (х, у) в точках (х^ v("4 (и = 1 9 
v= 1, 2,.. ., 2n+ 1). ц 7

Записав тригонометрический полином Im, n (J; x, _y) в виде
а^т.п) т п

1„ . X, у) = Ji- + 2 •> w + 1 2 лК « w +
1 1 “ fc=lт п

+ Ъ^А^П\х,у\ 
i=l fe=l

где

n) (у) = n)cos ky + c(omk n) sin ky,
A(i, k } {x, _y) = cos ix cos ky + "’sin ix cos ky + 

+ G,fe cos ix sin ky + d^h sin ix sin ky, 
положим

если p = 0, v = 0;

если р 1, v = 0;

если р. = 0, v 1;

<- + 4- S Ай(X) + 4- 2 А "> w + 
i—1 fe=l

+ если |i > 1, v> 1.
i=l fe=l

(/; х, =

Лт, п) 
0,0

4
а(т, п) 

0,0
!Х
S^n) (X)

(m, п) 
0,0

4
г^АЛпЫ 

k^l

Наконец, если — некоторый метод суммирования в указанном 
выше смысле, то положим

т п
Jm, п (fi X, у) = 2 2 k^I^ (f- X, у) = 

|Л=0 v —О
tn п

N N~ S 2 /y'v) Кт. п^х — Хц, у —у^. 
т п ц—о
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Пусть М («) € Q (определение M(u)QCl см. в f1)) и —функ­
ция класса Q, сопряженная с М(и) в смысле Орлича ((2) или, для 
справки, f1)). Обозначим через L множество всех измеримых и 
2^-периодических по х и по у функций f (х, _у), для которых

2л 2л

5 $ M[\f(x,y)\\dxdy< + <х>. 
о о

Для каждой функции f(x,y) € L" определим норму ||/|| формулой

11/11 — ||/h = sup fg dxdy.
р (Jxi0 0

Здесь supremum берется по всем функциям g(x, у), которые удовле­
творяют условию J

2л 2л

о о

Обозначим через Аху класс функций /(х, у), которые абсолютно 
непрерывны (в смысле (-)) вместе с частными производными первого 
Wa НЭ 0’ 2я’ °’ 2~^ и 2"‘пеРи°Дичны по х и по у, а через 
Аху - класс функций f(x, у), которые принадлежат классу Аху и для 
которых —-я 7 € LM (а д.а =2у

Теорема 1. Пусть 7И (и) € Q и М (ц) 6 Q. Если метод суммиро­
вания таков, что для любой /{х,у)^Е^

f 4m Wf-'m.n (/)|U=0,
(т, л)т->со '-"IJH

и если последовательность {А^}^ удовлетворяет условию

Jim

k->oo .
>0, (4)

то для любой f (х, у) 6 А1̂

lim
(хи, п)Т->°о дх^дуа’- дха'ду^ ° 1 + “2 ~ 2)- (5)

Теорема 2. Пусть М(и)££1. Если метод суммирования (Т?т) 
таков, что для любой f(x,y)e.LM

п п
(6)

и если последовательность [Nk}k^i 
для любой f{x,у)^А[у}

удовлетворяет условию (4),

*< 2л 2П lim * ( t 

Im, л)т-»оо J J 
0 0

&f дЧт, n (Д
Ava'aya2 дх^'ду^ dx dy = 0 («! + «2 = 2).

mo

(7)
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Теорема 3. Пусть метод суммирования (Wf) фейеровский и 
пусть последовательность {Nh}k=i удовлетворяет условию (4). Тогда: 

1°. Для любой f(x,y)GL верно (6).
2°. Для любой f(x,y)GAxy верно (7).
3 . Для любой f (х, у) б LMt Л4 (н) € Q верно (3).
4°. Для любой f(x,y)QA^\ если M(u)GQ, верно (5).
При этом условие (4) в теоремах 1—3 существенно.
Доказательство приведенных выше теорем основано на следующих 

двух утверждениях:
Теорема 4. Если f (х, у) € Ах^\ то существует последователь­

ность тригонометрических полиномов {рт, n(f; х, у)} (т, п = 0,1,2,...) 
порядка по хи порядка по у такая, что

lim п 
(т, л)т->оо

lim т 
(т, л)т—>оо

df дРт, п (Л
dx дх

df дРт. п (Л 
ду ду

lim
т, л->оо

d^f 
dxaidy^

д2Рт, п (Л 
д^дуа‘ — О («! 4~ «2 = 2). 

м

Теорема 5. Если f (х, у) € Аху, то существует последователь­
ность тригонометрических полиномов [рт, n (f; х, у)} (т, п = 0,1, 2,...) 
порядка т по х и порядка -^п по у такая, что

2л: 2к

0 0

27Г 2к
„С С df ЭРт.пШ , ,
ПУД дД------ дД~ dxdy = 0, 

о о

2л 2п

lim т 
(m, л)т->оо

df ^Рт, п (f) х х л 
дД-------— dxdy = o,

2я 2к

11m Ц' ------ _
J J д^ду^ ay-и
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