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МАТЕМАТИКА

Л. И. КАМЫНИН

ОБ ОДНОМ ДЕФЕКТЕ МЕТОДА ПРЯМЫХ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 511954)

Решение задачи с начальными данными на бесконечной прямой 
для линейных дифференциальных уравнений с частными производ­
ными (и с постоянными коэффициентами) может быть сведено мето­
дом прямых (т. е. заменой производных по х конечноразностными 
отношениями и сохранением производных по t) к решению бесконеч­
ной системы обыкновенных дифференциальных уравнений вида

= 2 C“UnH> (О

dlu„(0)
■ (n); Z=0, 1, 2, . .., — 1; и = . .., — 2, — 1, 0, 1, 2, .. . (2)

В работе (2) было указано на различие теорем единственности для 
уравнения теплопроводности и его конечноразностного аналога (1), (2). 
Однако оказывается, что ограничения на рост начальных функций 
ф,(х) (/ = 0, 1,2,..., k — 1) и решения un(t), необходимые для 
единственности решения системы (1), (2), а также условия на рост 
un(t) и его производных по t, достаточные для неединственности 
решения (1), (2), совсем не связаны с типом уравнения с частными 
производными и зависят лишь от постоянных г, s п k (т. е. от свойств 
самой бесконечной системы (1), (2)). В частности, если методом пря­
мых искать решение гиперболического уравнения

д2и_ д^и . .
dt2 ~ дх2 w

с начальными данными

w (х, 0) = фх (%); - = ф2 (%); — ос < % < + ос, (4)

то получим систему

+ h, t) - 2uH\x, t) + (x — h, t)), (5)
(x 01 ^ = 0,1; x = . . . , — 2h, — h, 0, h, 2h, . . . (6)

Между уравнением (3) и системой (5) имеется следующее суще­
ственное различие. В то время как решение задачи с начальными 
данными (4) всегда единственно для (3), если только фх(х) и ф2(х)
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достаточно гладки, решение системы (5), (6) будет единственным 
лишь в классе функций, рост которых ограничен условием

/ = 0,1; И<Т< + ос;0<е<1. (7)

Если |ф{(л) | = 0^(1—7 = 0,1, то это единственное 
решение имеет вид

+ ОО .
(nh, Z) = 3 91 V $ cos \kz + 77 sln 4) dz + 

/1=0 0
4- OO

+ 2 $ cos sin +
k=l 0

. OT Z 271
+ 3 $ J COS ^Z + J sin f) dT dz +

fe=0 0 0
4-си 2л

+ 3 $ $ COS (kz -J sin dz dz,
h=l о 0

я = . . . , — 2, — 1, 0, 1, 2, . . .
Доказательство этого утверждения проводится так же, как и в (3) 
Если же расширить класс допустимых функций условием

duw (х, t) 
ді1 (8)

7 = 0, 1; IZ К T< 4- oo; e>0; x = . . . , — 2h, — h, 0, h, 2h, ..., 
то для любого e (0<г<Д) функции

й24!-1 и !п2 /„2 2,
UW (0, 0^0; UW(nh, Z) = 2 —(0;

(— nh, t) = — uW (nh, t)-, n — 1, 2, ... ,

представляют собой решение системы (5), не равное тождественно 
нулю и удовлетворяющее нулевым начальным данным, если только 
F (Z) выбрана так, что

1) Е(/)^0; 2) E(v)(0) = 0; v = 0,1,2,...;
3) I^WK^l+sM’; 0<e1<s<l; |Z|<T< + co

(подобный выбор F (t) возможен (^).
Таким образом, метод прямых заведомо неприменим к решению 

уравнения (3), если начальные функции фДх) и ф2(х) растут доста­
точно быстро при х->оо (например, быстрее, чем ех'), ибо тогда при 
любом фиксированном «шаге» h для достаточно больших | х | было бы 
?tW> О+'ОЦгф, 7=1, 2, и потому система (5) имела бы более 
одного решения, удовлетворяющего (6).

Причина подобного различия теорем единственности для уравне­
ния (3), (4) и системы (5), (6) заключается, конечно, в том, что реше­
ние (3) и(х, t) зависит (при фиксированных х и Z) от значений фх (х) 
и ®2(Л) только в ограниченной области изменения х, тогда как реше­
ние «W(x,Z) системы (5), (6) зависит от поведения срДх) и ф2(х) на 
всей бесконечной прямой (—оо <7 х <ос). Следующая теорема 
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показывает, что ограничение роста (при |х|—> ос) решения и началь­
ных функций, необходимое для единственности решения системы (1), 
(2), характерно для бесконечных систем обыкновенных дифферен­
циальных уравнений и является дефектом метода прямых.

Теорема. Бесконечная система дифференциальных уравнений. (1) 
(Са можно заменить на Спуа., если | Сл+«|-С С) всегда имеет решение, 
удовлетворяющее начальным данным (2), если только

|фг(п)| = о(|(1—Сгф=0, г>1, п = 0, 1, 2, . . . ; (10)

|?1(п)| = 0{р1-е)Ш]!), С_^0, s>l, л = —1,—2, ... (И)

Это решение единственно в классе функций

Z = 0, 1, 2, . . . , Л — 1; 111 < ТС + со; 0<е<1.
Для любого s>0 и любых С« (а = — s, — s + 1, . . . , г) можно 

построить решение vn(t), п = ... , —2, —1, 0, 1, 2, ... , системы 
(1) такое, что

dlv„(0)
vn(t)^0, = / = 0,1,2, . . . , Аг-1; (14)

\~dT~ = » = 0,1,2,...; (15)

+е)Шр), п = - 1, — 2, . . . ; (16)

/ = 0, 1, 2, . . . , k — 1, |Z|<T< + oo, 0<е<1.
Примечание. Если г = 0, то условия (10), (12) снимаются, так 

как система (1) становится рекуррентной при /г 0 (без ограничения 
общности можно считать Со = 0, в противном случае делаем замену

(Z) = ип (Z) п =. . . , — 2, — 1, 0, 1, 2, • • • )• Если s = 0, то сни­
маются условия (И), (13).

Доказательство. Существование решения системы (1), (2) при 
условиях (10), (И), и единственность решения системы (1), (2) в классе 
функций (12), (13) следует из (2).

Для построения решения системы (1) %(/), п=..., —2, —1, 0,1, 2,..., 
удовлетворяющего (14), (15) и (16), рассмотрим отдельно три типа 
систем (1):

1) г>1, s>l, Cr^0, C^sC0-,

2) г = 0, С_^0;
3) 5 = 0, Сг=^0.
В случае 1) положим

= Z = -s+ 1, • • • , г, (17)
'Un+r (Z) = f 2 Ф ’ »=1,2,...; (18)

' а =—s /
1 / r и \^л—s(Z) = -£  (— 2 ^aUnya + ’ » = 0, — b —2,... (19)

S ' а=—s-pl /
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Полученное решение системы (1) удовлетворяет условию (14), 
-если для f(Z) выполнено (9).

Пусть

Предположим, далее, что vn(t) есть линейная комбинация произ­
водных F(Z), причем число членов есть ал, наивысший порядок произ­
водной F(t) равен и коэффициенты при производных не превышают 
по абсолютной величине С7". Тогда, в силу (18) (га>0),

“л+г < “n-s + • • • + “л+г-Ц Тл+1 = ТЛ + 1 >

•откуда

а %+1<(r + sK; % < (г+«)"-1; * пп = П.

Из (17), (18) следует = О, / = 1, 2,..., г; pr+1 — k, рл = 
Поэтому

< (г + s^C" [(1 + ej (k [^] + !, / = 0, 1, 2,..., k— 1,

д. е. выполнено (15) при О^г1<^е.
Аналогично показывается выполнение (16).
В случае 2) положим

vi (t) = F (Z), Z = 0, 1, 2, . . ., г — 1; 
г

। Сагал-|-а (^k) dx-^ dx^ • • • dx^, n = 1, - — 2, . . .

$
Vn^ для n = r, r+ 1, . . . возьмем из (18). 
Считая

C max 
а=1, .. , г 

легко получить оценки

t Ti Th-1
% =И ’" 5 

о

KW|<r"Cn[(l 4-8^]!, п>0;

I (t) I -С (rCThyn' при га <0.

Тем самым выполнено (15), (16). В случае 3) доказательство аналогично.
Поступило 
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