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Описание случайного процесса В(/) системой квазимоментных 
функций Ьр (^1( . . . , tp) (р = 1, 2, . . .) имеет ряд преимуществ перед 
описанием при помощи корреляционных kp (tlt ... , tp) или момент­
ных тр^, . . . , tp} функций. Указанные функции суть симметричные 
функции своих аргументов, определяемые равенствами
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есть характеристическая функция совместного распределения случай­
ных величин В(^), . . . , Выбранные моменты времени tr, . . . , tn 
произвольны и должны лишь принадлежать области определения 
случайного процесса. Число их также произвольно. Функции-s (t}, 
г (t^, t2} назовем образующими функциями для данных квази­
моментных функций. Заданием случайного процесса и образующих 
функций квазимоментные функции определяются однозначно. Обра­
зующие функции удобно подбирать таким образом, чтобы они копи­
ровали kr (t), k2 (tx, t2}, соответственно. В том случае, когда

s(t) = kAt}, r^, t^^k^t,, t2},

квазимоментные функции можно назвать собственно квазимо- 
ментными функциями.
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Вследствие симметрии квазимоментных функций имеем

fn (ult..., Un, Л,..., 6,)=ехр г 2 S (4) «« + -у 2 r h) 
' а—1 “• 3=1

им X

Л+-+^ (^) А^АР V-n• , Ln ) U\ . . . Un , (2)

где обозначено

₽аз И2 Раз у.п раз

^і*1+---+ня(аі» > • • , 4> t2, . . . , t2, • . . , tn, ■ • • , tn} — bv.i+...->rV.n (t[ l\ . . . , tn

Плотность распределения вероятностей, соответствующую (2), 
можно записать

{ П 1Рп (Si,. • •, 5n; tlt..., tn) = ^пц ехР I—у 2 а“3 s“) (£3 — 5з)| х

ОО
X 2 ГТ (/<»■>............................................ S„-S„),

1X1.....° (3)

где sa = 5 (tj, Д = Det || ||, || аа& || = || г (4, 4) Ц"1 (a, ? = 1, 2, . . . , л),
(%!, . . . , хп) — многомерный полином Чебышева — Эрмита, 

соответствующий || ||.
Встречающиеся обычно плотности распределения удовлетворяют 

условиям разложения в сходящийся ряд (3). Вследствие ортогональ­
ности полиномов , хп) и (Хн . . . , хп) (\ 2)

j • • • j exp '2'2 ^«з^-^з] "^п^Хі,.. •, xn)Gv^.. vn(^i,..., Xn)dx±... dxn=

_ (2^)n/2 t ..
- °i . . 0 :

коэффициенты указанного разложения равны

^Hj+...+Рл • • • > І{пПЬ =

= \---\pn&>---, ^-Sn)d^...d^n =

240^...^($j Sj, . . . , Sn)- (4)

Задавшись определенной погрешностью, мы можем оборвать 
ряд (3), а следовательно, и (2), оставив достаточное число первых 
членов. Таким образом, наиболее важными являются младшие квази- 
моментные функции. Старшие функции, начиная с некоторого по­
рядка р, зависящего, вообще говоря, от п и от точности рассмотре­
ния, во многих практических вопросах можно не принимать во 
внимание.

Используя метод, примененный нами в другой работе при выводе 
формулы, выражающей моментные функции через корреляционные, 
получим, что квазимоментные функции выражаются аналогичным же 
616



образом, только вместо £Д/), ^2(^1, /2) будут фигурировать, соот­
ветственно, — SW и £2(^1. ^2) —Г(Л> ^2), т. е.

М*......9 =
2

ах+2а2 + .. .+рар=р
S . . . k^.
dI

(5)

а1!<’2!(2!)'52...С^!(р!)'’Л

Положения, изложенные выше для одного случайного процесса 
с (/), можно обобщить на несколько случайных процессов. Если, 
например, имеются два процесса ЦО и ЦО, т0 к их образующим 
функциям s(t), г (0,0) и s'(t), г' (О, следует добавить еще сме­
шанную образующую функцию р (О, 0), при этом статистическую 
связь функций ЦО и ЦО будут характеризовать смешанные квази- 
моментные функции

, tP; ti . . . , 4) (р, q = 0, 1, 2, . . .),

для которых имеет место формула, аналогичная (4):

*«=. «?(<<“■>............t^; Г™..........ф>)-
= 5 ^1’ • • • ’ ’1’ • • • ’ ••Pp41-- '>q (“, Z) X

У. . . . dZq = Z), (Q)
P я

где и = 2 Ц! = 2 V 2=?!—Si, • • •, Ц — sp; Z = , ^q—Sg.
1 1

При линейных преобразованиях случайных процессов квазимо- 
ментные функции преобразуются по тем же правилам, что корреля­
ционные и моментные функции, если образующие их функции также 
преобразуются по этим же правилам.

Нелинейному преобразованию

^(0=/(Ч0) (7)

соответствует линейное преобразование квазимоментных функций.
Действительно, если обозначить величины, относящиеся к про­

цессу волной сверху, то из (4) имеем

Ьк • • • >^п)) = MG^n

— \ • • • \ pn (?i, • •., ЦЦі> •. •, tn) Gt^ ,.чп (f (5i) $i> • • • > f (5«) s^d^^.. .d^n, 

где G — полином Чебышева—Эрмита, соответствующий матрице
=|ИО, Ш"1-

Подставив сюда (3), получим

b ,..., = V г bm (№>, ..., Л14")),uk\l '•••’ п / 1ч1.,.чп|л1...|Ля т\1 ’ ’ п /»
..........^-п 

п П

(8)

где

X . .., %л) G4v..,Vn {J(Xx+Si) — $і,. • ->/(xn+Sn) sn)dxx.. . dxn.
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Используя формулу (6), можно также найти смешанные квази- 
моментные функции bw

Для более общего случая, когда неизвестная случайная функция 
нелинейно зависит от двух случайных процессов 5 и С:

40), (9)
имеют место формулы, аналогичные (8).

В том частном случае, когда

мо=/(чо, т. е. 40 = ^, (10)

чтобы функции Ь^.тъ находились дифференцированием й<й)е, сле­
дует положить

^(0 = s(0, ^) = g,

ге (0, 0) — г (0, 0), гк (0, 0) = зу- (0, 0), гг; (0,0) — м г 1г)- 
’-'t2 (7/JC/12

Тогда

Ь^Л (Л)? (^і, • • • > ^г+л) — b(g-^hi $(0, • • • , tg+hj- (И)
^+і- • • Ulg+h

Используя квазимоментные функции, можно решить обратную 
задачу — как отыскать квазимоментные функции процесса В (/), зада­
ваемого нелинейным дифференциальным уравнением (10), в котором 
^(f) является известной случайной функцией. Методика решения 
этой задачи зависит от способа задания начальных условий для 5(^).

Если задано детерминированное начальное значение 5 ((0) = ^о, то 
должны предполагаться известными как квазимоментные функции Ьшь, 
так и смешанные функции, описывающие корреляцию между 50 и 
функцией т;(/). Без этого описание 5(Z) было бы неполным.

Если же интересуются значениями 5(0 п0 истечении достаточно 
большого времени от начального момента t0, роль начальных условий 
исчезает. В частности, сюда относится случай стационарного про­
цесса 5(0, когда начальные условия заменяются условием стационар­
ности.

Указанную задачу можно решать, рассматривая некоторое выбран­
ное число младших квазимоментных функций (и — 1,..., п), 
полагая высшие разными нулю. При этом получается система линей­
ных дифференциальных уравнений относительно конечного числа 
этих квазимоментных функций. Выбор п зависит от требуемой точ­
ности рассмотрения.

Поступило
30 VI1953
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