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МАТЕМАТИКА

И. Р. ШАФАРЕВИЧ

О РАЗРЕШИМЫХ В РАДИКАЛАХ РАСШИРЕНИЯХ ПОЛЕЙ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 2211954)

В настоящей заметке излагаются основные этапы доказательства 
того, что над любым полем алгебраических чисел существует расши­
рение с наперед заданной разрешимой группой Галуа. Доказательство 
основывается на некоторых арифметических свойствах полей с груп­
пой Галуа порядка 1а.

Пусть k есть поле алгебраических чисел, K/k— нормальное расши­
рение с группой Галуа О и h— любое целое число, делящееся на 
все простые делители степени (К: k). Мы будем называть расширение 
K/k шольцевым относительно h, если выполнены следующие усло­
вия: 1) все критические простые дивизоры K/k имеют относительный 
порядок 1 над k; 2) абсолютные нормы критических простых дивизо­
ров K/k сравнимы с 1 по модулю h; 3) простые делители h пол­
ностью распадаются в К/К, 4) вещественные бесконечные дивизоры k 
распадаются на вещественные в К-

Значение этого класса полей определяется тем, что если: (К: kj-E’, 
показатель (максимальный порядок элемента) G есть Zv«; 1 h и 
K/k шольцево относительно h, то K/k можно погрузить в поле 
K/k с любой группой Галуа Gy порядка Z^1, гомоморфным образом 
которой является G, причем так, чтобы предписанный гомоморфизм Gy 
на G совпадал с естественным гомоморфизмом группы Галуа поля на 
группу Галуа подполя (\2).

При построении полей с разрешимой группой Галуа мы будем 
строить поля с некоторыми универсальными группами, из которых 
все разрешимые группы получаются переходом к фактор-группам.

Обозначим некоторое множество простых чисел 4,..., 1Г через те 
и определим группу как фактор-группу свободной группы Sa с d 
образующими по нормальному делителю Nc. При этом No= Sd- Если 
Nc-i определено, то пусть &i / Nc-i является силовской /,-подгруп­
пой Sd / Nc-i и N^— наибольший нормальный делитель Sd, содержа­
щийся в группе [A^, @i] Nc—i- Здесь [А, В] означает взаимный ком­
мутант подгрупп А и /В, ^а А1 — подгруппу, порожденную Z-ми 
степенями элементов А. Мы берем за Nc пересечение М4,..., N^. 
Из теоретико-групповой теоремы, доказанной независимо Д. К. Фад­
деевым (3, 4) и Гашютцом (5), следует, что любая конечная разреши­
мая группа является фактор-группой некоторой группы G^ . Таким 
образом, для построения поля с любой разрешимой группой Галуа 
ДОСТаТОЧНО ПОСТРОИТЬ ПОЛе С Люб0Й_ГруПП0Й Gd/n.
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Обозначим через h число (4 -. • /г)с+1 и построим поле с группой 
Gd\, K)k шольцево относительно h. Пусть K/k шольцево относи­
тельно h поле с группой G^^ (и^с). Выясним, когда его можно 
погрузить в шольцево поле с группой Обозначим через Li под­
поле поля К/ k, принадлежащее к некоторой силовской /г-подгруппе 

его группы Галуа. Предположим, что К содержит корень сте­
пени /; из 1 и для любого автоморфизма a Kfk = ^,s^a\

Число р- поля К называется /,-инвариантным в К/ Li, если р1-а 
есть /;-я степень числа К для любого Для /(-инвариантного
числа имеет место разложение

(p) = £Z;®tn, (1)

где £ — дивизор К', Я — инвариантный дивизор К] Ц, состоящий 
только из критических множителей, а т—-дивизор Li, не содержащий 
критических в К множителей, причем ш и X) не содержат /,-х сте­
пеней. Все /(-инвариантные числа KjLi, отличающиеся друг от друга 
на /(-ю степень и множитель из Li, образуют один класс, обозначае­
мый через X. Классы /(-инвариантных чисел шольцева поля К/ Li 
образуют группу, изоморфную группе классов ассоциированных систем 
множителей на со значениями в циклической группе порядка /;.

Через х обозначим характер порядка /( группы @(. Ему соответ­
ствует такое число tzx€ Li, что

^(  Ч _
V°^K, °=Х(®) при а € О/ (6).

Обозначим через р произвольный простой делитель ах, входящий 
в ах в степени, не делящейся на Ц, и через ф — его любой простой 
делитель в К- Мы имеем тогда разложение

р

причем функции (а), очевидно, постоянны на правых классах смеж­
ности группы G^1’ по Предположим, что ах таково, что для 
любого р

(S)£-(a)a
(© $ ,$)=!• (2)

Здесь в показателе суммирование распространено на любую систему 
представителей а левых классов смежности S по подгруппе ®;, 

= и $ то же’ чт0 и в
Если выполнено (2), то полагаем

[х, х]<г>= п .
р \ $ /

Инвариант [/, Х](,) зависит только от выбора @(, / и X.
Предположим, что нам дана функция ф(а) на группе G^1' со зна­

чениями в группе классов вычетов по модулю /(, постоянная на классах 
смежности по двойному модулю (@;, @г) и удовлетворяющая условиям:

Ф (°-1) = — g (°) Ф (®), рЕф(5)°=тфСф, (3)

где сумма в показателе распространена на любую систему представи­
телей а левых классов смежности по подгруппе ©;, пц есть некото- 
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рое число на Li, а — из К- Если выполнено (3) и (/пф) = Л Р в Е, 
Р

то полагаем

р 7

где ^3 есть любой один из простых делителей р в К-
Инвариант [Х]^ зависит только от выбора ф и X.
Обозначим через Сл первообразный корень Л-й степени из 1, а 

через Lh.i — максимальное подполе поля являющееся компози­
том циклических полей степени Ц над Lt. В каждом классе X 
/,-инвариантных чисел поля К/ Li можно найти представителя н, 
являющегося /;-й степенью в замыкании К по любому простому дели­
телю h. Автоморфизм Фробениуса, к которому принадлежит в поле Lh,i 
дивизор ш из разложения (1) такого представителя, зависит только 
от выбора ®г и X и будет обозначаться через (X)V- Инвариант (Х)^'* 
может принимать только конечное число значений, причем это число 
зависит только от Ц и h.

Если поле К не содержит корня степени Ц из 1, то, присоединяя 
его к К, получим расширение К, инварианты [/, Х](,), [Х]ф1 и (Х)^ 
для которого будем называть инвариантами расширения К-

Теорема 1. Для того чтобы шольцево относительно h поле 
КI k с группой можно было погрузить в шольцево поле с 
группой G^, необходимо и достаточно, чтобы в нем все инварианты 
ІХ, Х](,), |Х]ф’ и (X)V\ равнялись 1.

Из соображений, в основе своей теоретико-групповых, получается 
следующий результат:

Теорема 2. Для всякого числа d существует такое D~y>d, 
что у любого шольцева относительно h поля с группой G(d~^ суще­
ствует подполе с группой Gd^} и всеми инвариантами [у, X](i), 
[Х]фг) и (X)V\ равными 1.

Применяя индукцию по с (при произвольном d и заданных тс и А), 
мы выводим отсюда существование поля с группой при любых 
с, d и тс. Из этого, в свою очередь получаем:

Теорема 3. Над любым полем алгебраических чисел сущест­
вует расширение с наперед заданной разрешимой группой Галуа.
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