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ВВЕДЕНИЕ
Уравнение Шредингера с нелокальным сепарабельным двух­

частичным взаимодействием может быть легко решено и для бо­
льшого класса таких потенциалов дает замкнутые выражения. 
Это обстоятельство часто использовалось в ядерной физике и 
в проблеме многих тел и, в частности, при решении уравнений 
Фаддеева в задаче трех тел. Этот же подход оказался плодо­
творным и при решении обратной задачи /I/. Однако, этот под­
ход не может быть применен для существенно релятивистских 
систем, таких, например, как системы, образованные легкими 
кварками. В этом случае может быть использован квазипотенци- 
альный подход к квантовой теории поля /2/.

В настоящее время существует несколько вариантов квази- 
потенциальных уравнений. Здесь будем основываться на конеч­
но-разностном варианте квазипотенциального метода, предло­
женного в /3/ на основе гамильтоновой формулировки кванто­
вой теории поля /4/.

Цель данной работы - решение обратной задачи, т.е. за­
дачи о восстановлении нелокального сепарабельного взаимодей­
ствия двух бесспиновых частиц равных- масс Ш на основе ква­
зипотенциального уравнения в релятивистском конфигурационном 
представлении /5, 6/.

В первом разделе рассмотрено решение прямой задачи, по­
лучено выражение для фазового сдвига и сформулирована теоре­
ма Левинсона для связанных состояний в случае нелокальных 
сепарабельных квазипотенциалов. Решению обратной задачи по­
священ второй раздел работы. В заключении подводится итог 
проведенному рассмотрению. Всюду используется система еди­
ниц, в которой К = с = m. = I.

I. Прямая задача
Для решения прямой задачи будем исходить из конечно­

разностного квазипотенциального уравнения для волновой функ­
ции ^(Г), записанного в релятивистском конфигурационном 
представлении /6/ с нелокальным квазипотенциалом V(r .Г )»

~2ch(il) - ?! «КШ + (I)
dr Г dr г2

Mexp(i£)J = рг'V(r, rz),
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где - угловая часть оператора Лапласа; Г - модуль 
релятивистской относительной координаты Г; <|0=ск/ = 
= J + I есть нулевая компонента Ч-импульса, принадлежа­
щего верхней поле'гиперболоида <^ - = I, т.е. массовой
поверхности одной релятивистской частицы массы m = I.

Для сепарабельного взаимодействия справедливо представ-
ЛвНМв

¥(Г,Г)= Z(2f+l)Z f=0 П’І 1 ' г
Теперь, разложив волновую функцию по парциальным волнам

¥,(?)> R(£?) .
я , 4=0 г с ЯГ

уравнение (I) преобразуется к виду

[гск(^) + Ш^ exp(U)-2ckxht(X-r) +
л/t «> (2)

+ Z Ene Vne (г) [jr' Nnt (г') г') = 0 ,

о

где Vn((H^rVn[(r) , г^^=г(г + і) .

В дальнейшем ограничимся случаем, когда каждому £ со­

ответствует только один сепарабельный член ( = I). Тогда
уравнение (2) принимает вид

[2ch(il) + Пкіі ехр(і fe(/,r) +
dr dr (3)

* Efv,(r) pr'Vt(r')Tt(X,r') = O , 

0

ГДе Vt(r) = ^ г Vf (r) , 8e=±i .

В начале рассмотрим S -волну ( £ = 0). В этом случае 

решение уравнения
[Ck(i/J-Chx]f(x.r)4 ?ЖЛ¥(гуо U)

с граничным условием
f (X , о) = 0, (5)

в котором ]4гу(г)^(х,г) , f = + 1 , (6)

будем искать методом синус-преобразования Фурье, которое вы­
берем в виде
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Здесь Q^( Z ) - функция Лежандра второго рода. Применив 
преобразования (76, г) к уравнению (4), получим

?(Г,r) = Jdr Т(Х,г) Sin(rPyQ0(ctk р) . 
0

(7a)

W)=| ppQo(ctkPm>P)sin(rp), (76)

V(p) = prV(r) Sirx(rp)/Q0(ctkp) , 
o

(7b)

W) = | ]<Jp Q0(ctkp) V(p) Sin. (rp) . 

0

(7r)

(ek/-chp)T(Z,p)=p^WV(>) , (8а)

где
^(Х) = 1<1гУ(г)Ш,г)=£ !JpQoCctkp)V(P)T(x,p). (8б) 

о 51 о 4 '
Для существования единственного решения уравнения (8а) необ­
ходимо наложить следующее ограничение на функцию V( Г) 

тнеьдо.оо) . ~ (9)
Это условие означает, что функция V(p) всюду непрерывна, 
а функция Q0(ctkp)V (р) дифференцируема при всех р^- 0.
Более того, из (7в) следует, что

Qo(ctkp)V(p) = 0(1), Ipl-oo, (Юа)
Ў(р) = 0(0 , Р-*о, (Юб)

если только условие (9) выполнено.
Рассмотрим состояния рассеяния (Е = I). Тогда

решение уравнения (8а) имеет вид
о>»

где Р - символ главного значения.
Множитель перед 8-функцией выбран в соответствии с нор­

мировкой волновой функции: при отсутствии взаимодействия 
представление (76) должно приводить к выражению

¥(X,r) = Sin.(rX)/Q0(ctkX) = Sia(rX)/Z .

После подстановки (II) в (76) и (86) получаем

Wb + (12)
40(cthX) л 0 chX-chp
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Г , (ІЗ) 
2 о J

ГДе A(X) = pQ2(dkXjV2(X) . (I4)
Поскольку функция V (p) дифференцируема, то, очевид­

но, главное значение интегралов существует, а в силу условий 
(10а, б) все интегралы также сходятся и на обоих пределах. 
Найдем асимптотику функции Т (X , Г ) при больших значениях 

Г . Это легко сделать, если записать (12) в виде

оДаКх) ” г ft IWM"

.у(г)еігР[<_ i
Lckp-Z+ ckp-Z_ J - 

где Л± = скХ±І2 .
В результате будем иметь

f(X,r)=sih(tX)/Qo(cthX)-£7V(X)Qo(ctkx)sK;x:» (15)

»V(x)C0S(rX) + 0(1), Г“► оо
Теперь учтем, что для произвольного t асимптотика волновой 
функции (X , г ) имеет вид

fE(X,r)~Sin(rX-|l)/Q8(<W)+

Поэтому для t = 0 находим

W?" COS(r/- У), (к)
Qe(dkX) 2

ЪХ(Х)=-^£^А(Х)[)+ pi {dp- . (І7)
° 2 L 2 0 I chp-chX

Заметим, что в силу оценки (10а) интеграл в формуле (17) аб­
солютно сходится. Кроме того, имея в виду оценку (Юб), за­
ключаем, что фазовый сдвиг представляет собой хорошо опреде­
ленную функцию при всех Х^ 0. Причем при Х^ 0 он стремит­
ся к нулю как X .

Переходим к рассмотрению связанных состояний. Пусть су­
ществует связанное состояние с энергией Е I. В этом слу­
чае удобно пользоваться параметризацией

0 $ Ei = ck/i = cosae<^ I, (Х< = іэе< ), 
так что формула (8а) дает

. «8>2 chp-

- 6 -



Подставив это выражение в (86), получим уравнение для 
собственного значения

£ + ± рр Qo(ctk₽) = о . (19)
3V Р г chp-E)

Теперь учтем, что £

2 скр-Е, 
для любого р > 0. Поэтому, чтобы иметь связанное состояние 
с энергией 0 £ Е^ I, необходимо положить

£=-1. >j- (20)

Таким образом, если условия (20) выполняются, то един­
ственное связанное состояние с энергией Е< =Со$зе< опреде­
ляется соотношением (19). При этом граничное условие (5), 
очевидно, выполняется, а асимптотика волновой функции, опре­
деляемая из (76) и (18) при £ = -I, имеет вид

Т(гх1,г)~е , г^-^.

Теперь рассмотрим связанные состояния с энергией Ео = ску0^ 
>1. Решения в этом случае имеют вид (II) с опущенной S - 

функцией, а уравнение для собственных значений

«и
может иметь решения для g = + I. Пусть такое решение суще­
ствует. Тогда асимптотика волновой функции в соответствии с 
(15) дается выражением

?(хв.г)=-1е№)РЙр
St о chp-to

(22)

= -E//(X0)Q0(c-tkX0)sh'x0V(Xo)Cos(rX0)+ о(С ,

Отсюда следует, что волновая функция асимптотически стремит­
ся к нулю, если только

V(Xo)=0. (23)
Условие (23) означает, что интеграл в формуле (22) есть 

регулярное, абсолютно сходящееся синус-преобразование Фурье, 
поведение которого определяется при Г -* °° вкладом подын­
тегрального выражения вблизи точки р = 0. Учитывая это об­
стоятельство и оценку (106), находим

- 7 -



(X,, г) = о( г"2), г - — .

Поскольку граничное условие (5) тоже выполнено, то 
Eo=chX0 соответствует связанному состоянию.

На основании полученных результатов и формулы (17) мож­
но заключить, что при энергии связанного состояния Ео фаза 
рассеяния проходит через значения 31а (и.- целое), убывая. 
Действительно, при энергии Ео в силу условий (21) и (23) 
числитель и знаменатель правой части формулы (17) равны ну­
лю. Но из определения (14) следует, что функция А(Х ) имеет 
в точке Хе по крайней мере нуль второго порядка, в то вре­
мя как знаменатель в формуле (17) - только простой нуль, 
поскольку

Отсюда заключаем, что <f(X) обращается в нуль в точке 
Хо и при этом меняет знак, т.е.

^(Х0)=51П, ЩХ), (24)
dX IX=XO

Более того, если знаменатель в формуле (17) не обращается в 
нуль при X =Х0 » то фазовый сдвиг касается прямой S' =31 а 
сверху или снизу, не пересекая ее. Если же и знаменатель об­
ращается в нуль, то этот нуль может быть только нулем перво­
го порядка. Поэтому фазовый сдвиг пересекает прямую S' =3ta 
сверху. При этом условия (21) и (23) выполнены и тем самым 
имеется связанное состояние.

Итак, связанные состояния при энергии Ео I даются 
общими корнями уравнений (21) и (23), что соответствует так­
же значениям энергии, при которых фазовый сдвиг проходит че­
рез значения Sin. ( п = О, +1, ...) сверху вниз с отрицатель­
ной первой производной, и наоборот. Фазовый сдвиг может ка­
саться прямой S =31 а сверху или снизу, но никогда не пере­
секает ее снизу вверх.

На основании оценки (10а) и формулы (17) заключаем, 
что ta ) = 0. Поэтому, выбрав S (X) так, чтобы 

£( оо ) =0, 
и учитывая, что фазовый сдвиг есть непрерывная функция по/, 
приходим к теореме Левинсона для случая сепарабельного ква­
зипотенциала ( Е = 0)
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S(o)-S(oo)= S(o)= ( v + n.)3t , (25)
где V - число связанных состояний с энергией Е > I; п - 
число связанных состояний с энергией 0iE<I(n = 0, I)

Отметим, что при больших X знак фазового сдвига обра­
тен знаку £ . Поэтому, установив фазовый сдвиг при высоких 
энергиях, можно найти £ .

Переходим к рассмотрению парциальных волн с С > 0. В 
этом случае вместо синус-преобразования Фурье необходимо 
применить релятивистское интегральное преобразование Ханке- 
ля, связанное с функцией

Sе (%, г) = (Ч (- г)(М) X),

Г(-іг) ’
являющуюся решением уравнения (3) при выключенном взаимодей­
ствии (Е Е = 0) и удовлетворяющую условиям ортонормированно- 
сти полноты /6/

| prStU.rJS^X'.r) = £(Х-Х') ,

2 Ш S.(X,r) Sj(X,r9 = ^(г-гО, 
о VЗдесь Г( 2 ) - гамма-функция, Р„ (3) - функция Лежандра 

Л
первого рода.

Релятивистские интегральные преобразования Ханкеля, сов­
падающие при Е = 0 с преобразованиями (7), выберем в виде

(х, р) = и Г (*, г) Sf , г)/ф (cthр),

ШИ = |ЬИеШрЛЕ(х,р) se(p,r), 
Х-о

(26a)

(266)

Vj(p)= jdrVfWsJ^rJ/tycthp) , 

0
(26b)

Vp(H = 2 ] dp QjfctkpjVffp) S.e(p,r) .
31 0

(26r)

Теперь, повторяя рассуждения подобные тем, которые были про-
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ведены для S -волны, получим результаты аналогичные случаю 
t = ° ~

f *^Ар(п[ьрі Ur—^44 1 (27) 

2 о ' chP-chY J ’ 
где ~ 1 Л

А|Ы^ (28)
Причем, знак плюс отвечает действительному квазипотенциалу

Ур (г) =Ур (г) , 
что приводит к условию

ReVp (X)- Im Sp(X,r) + ІтЎр (X)- ReSp (Х,г) = 0 . (29)

В то же время знак минус соответствует чисто мнимому квази­
потенциалу

У*(г) = -Ур(г) ,
а это приводит к условию

ReVp(X)-ReSe(x,r)-lmVp(x)-Im Sp(x,r) = O. (30)
Кроме того, связанному состоянию с энергией 0 Е^ < I 
будет отвечать либо действительный квазипотенциал, и тогда 
Ер = -I, либо чисто мнимый, и тогда Ер = +1. Для связанных 

состояний с энергией Ео > I, как и в случае S -волны, бу­
дем иметь gE = +1. И, наконец, теорема Левинсона для пар­
циальных волн с !> О по форме совпадает с формулой (25)

f£(o)-SE(oo) = SE(o) = (V£ + n£) Jt , (31)
где Ур - число связанных состояний с энергией Е > I, Пр - 
число связанных состояний с энергией 0 Е1 < I, Пр = 
=11-1|........... 1+ь

Последнее означает, что для- I > 0 имеется I -кратное вы- 
реждение энергетического уровня Е< .

2. Обратная задача
Для восстановления квазипотенциала Ур (г ) по фазовому 

сдвигу SI (X ) нужно, чтобы последний удовлетворял всем 
требованиям, необходимым для решения этой задачи. Так, если 
при возрастании X фазовый сдвиг пересекает прямую 31 п. , 
где и целое, снизу, то обратная задача решения не имеет.

Пусть фазовый сдвиг есть непрерывная по Гельдеру функ­
ция с некоторым положительным индексом и при X ~

Sf (X) = 0( sh , 1^0, ^>0. (32)
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Эти условия необходимы и достаточны для того, чтобы квазй- 
потенциал удовлетворял условию (9).

Вначале рассмотрим обратную задачу для [ =0. Тогда 
при £ = +1 фазовый сдвиг, как было отмечено ранее, при бо­
льших значениях энергии должен быть малой, но отрицательной 
величиной. Поэтому возможные связанные состояния при значе­
ниях энергии Е I находятся по значениям X , при которых 
фазовый сдвиг пересекает снизу прямые S = Л п. , п = 0, I, 
2, ... при уменьшении X от бесконечности. При X = 0 долж­
но быть S (0) = ЗГ V . И для того чтобы найти квазипотен­
циал V(Г ) по фазовому сдвигу, необходимо решить интегра­
льное уравнение (17) относительно функции А(Х ). После это­
го по формуле (14) находят функцию V(X ). Затем, выполнив 
Фурье-преобразование (7г), восстанавливают квазипотенциал 
V( Г ). Для простоты рассмотрим случай V = I (имеется од­

но связанное состояние). Введем обозначения

(х)^ (33)
g(x) l г d J ’

g(x)=-| (хМ%£(х), (34)

?(X) = S(arch x) , ■ (35)

к(х)=^(х)(х2ч)ч/2^

= -sin^O) exp[-H(x)] я

где x = ch/.
Тогда уравнение (17) приводится к виду

Для решения этого интегрального уравнения введем вспомога­
тельную функцию

Предположим, что функция S' (х ) непрерывна по Гельдеру и 
интеграл сходится. Тогда функция H(z) аналитична в плоско­
сти z с разрезом от I до + <>о . Кроме того,

hm Н(2) =1
1-* ~

(38)
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во всех направлениях. Следовательно, решение интегрального 
уравнения (37) будет иметь вид

Ў(Х)= Н(Х+)= + , |sx$~. (39)

Воспользовавшись выражением для скачка функции Н(г) на раз-

Ре3Н(Х+)-Н(Х_) = 2 i^(x) k*(x)=- 2 г Sin 5(Х) б^Чіх) 

и решением (39), получаем однородное уравнение Римана-Гиль­
берта для функции H(Z )

Н(х+)е2^(х)-Н(х.) = о , и х< - . (40)

Частное решение этого уравнения, удовлетворяющего условию 
(38), имеет вид

H(z) = exp[ он?)] , (4D
где „ ~

W(2) = ~i Mil . (42)

Действительно, из сделанных выше предположений о поведении 
фазового сдвига следует, что

Нт со(г) = 0 
|2|-*«

во всех направлениях. Кроме того, функция GJ (2) хорошо 
определена всюду на разрезе, за исключением, быть может, то­
чки Z = I, где ее поведение определяется выражением

cj(z) = ± S(l)LnH-z| + w(z). ~ (43)
Здесь функция W (2) при 2 -* I конечна, a 5(1)=S(o)=st> 
т.к. имеется только одно связанное состояние при энергии 
Еи I( V = Г). В силу этого функция Н(2) имеет только 
простой нуль в точке г = I,

Таким образом, частное решение (39) неоднородного инте­
грального уравнения (37) в соответствии с формулами (41) и 
(42) принимает вид

V(x) = exp]>(x)-if(x)] , (44)
где ~

^(х)=-1 р . (45)
31 3 g~X

Из формул (44) и (45) следует, что функция S' (X ) ре­

гулярна при X = I (имеет простой нуль в этой точке). Кроме 
того, она непрерывна по Гельдеру с тем же индексом, что и 
фазовый сдвиг, и ограничена при X—* + . Следователь­
но, априорные предположения о свойствах функции "У (X ), ко- 
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торые были сделаны, чтобы решить интегральное уравнение (37), 
являются правильными.

Для того чтобы найти общее решение уравнения (37), 
рассмотрим однородное уравнение

и введем функцию
h0(z)~i П* . 

51 1 d у-2
Далее поступая также, как и в случае нахождения частного ре­
шения уравнения (37), приходим к уравнению (40) для функции 
Н0(2 ), удовлетворяющей условию

tim Н (z)=0
во всех направлениях. Решение уравнения (40) для функции 
Но(2) будем искать в виде

Н0(г)=2 Ак_, , (46)

где А к-1 - произвольные константы.
Непосредственная подстановка выражения (46) в уравнение 

(40) и требование конечности функции HQ( 2) при Z = I дает
Ч0(х) = Н0(х„)= AoexpLw(x+)] (х-1)'1.

Поэтому общее решение интегрального уравнения (37) имеет 
ввд ^(х) = (1+^)ехр[оі(х)-і5(х)3.

Теперь,возвращаясь к прежним обозначениям, получаем
Д(Х)=-sK% Sin№)exp[eZ(chX)](l+;^^ , (47)

РрР (48)
. * о chf-chX ‘

Здесь .
Ао = I - ch/o , 

поскольку при £ = +1 функция А(X) должна быть неотрицате­
льной для всех X , в то время как фазовый сдвиг меняет знак 
при энергии связанного состояния Ео=сИХо. Отсюда видно, 
что решение полностью'определяется фазовым сдвигом, т.к. Хо 
также задается его поведением. Более того, из выражений 
(47) и (48) вытекает, что функция А(Х) непрерывна по Гель- 
деру и при Xw убывает как (s h X ) 2 , , если
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только этими свойствами обладает фазовый сдвиг. А это озна­
чает, что квазипотенциал V ( Г ) удовлетворяет условию (9).

Теперь становился ясно, как от случая одного связанно­
го состояния (S (0) = 31 , 5(Хо) = 0) при энергии Ео = скХ0 
перейти к случаю V связанных состояний ( 5(0) = 31V , 
5(%п) =51п) при энергиях En=chXnXl, п. = 0, I, ..., 
V-I. Аналогичные рассуждения приводят к выражению

A(X)=-^sKxsin5'(x)exPLoZ(ckx)3П иэ)
Точно так же рассматривается случай, когда £ = -I и имеются 
два связанных состояния: одно с энергией Е0 = сЬХо^-1, а 
другое с энергией Ei = сояае-г.!. Тогда <£(0) = 2 31. По­

этому функция H(z) в соответствии с выражением (43) тлеет 
нуль второго порядка при г = I. Теперь,действуя так же. как 
и раньше и учитывая, что решение А( X) должно сохранять свой 
знак минус при всех X , получаем
A(/)=-|skx smS(*)expU(cbx)](l-c^ (50)

Таким образом, и в этом случае квазипотенциал однознач­
но определяется фазовым сдвигом и энергией связанного состо­
яния Ер

Изложенный метод легко обобщается и на парциальные вол­
ны с f > 0. Очевидно, что уравнение (27) аналогично уравне­
нию (17). Следовательно, результаты также будут аналогичными. 
Зная функцию Aj(X), находят функцию Vj (X ). Затем по фор­
муле (26г) восстанавливают квазипотенциал Vj(r). Причем, 
если знак фазового сдвига при X —* + и знак величины 
Ej противоположны, то квазипотенциал будет действительным, 

в противном случае - чисто мнимым.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, в данной работе в рамках релятивистского квазипо- 
тенциального подхода к квантовой теории поля предложен метод 
восстановления нелокального сепарабельного квазипотенциала 
V( г , г'), описывающего взаимодействие двух бесспиновых час­
тиц равных масс Из., по фазовому сдвигу и энергиям связанных 
состояний. Полученные результаты носят релятивистски инвари­
антный характер.

Автор благодарит Ю.С.Вернова, И.Л.Соловцова за интерес 
к работе и полезное обсуждение полученных результатов.
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