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ВВЕДЕНИЕ

Квазипотенциальный подход /I/ к квантовой теории поля 
является одним из эффективных методов изучения свойств реля­
тивистских связанных систем /2-5/. И хотя на малых расстоя­
ниях потенциал кваркового взаимодействия полностью определя­
ется квантовой хромодинамикой и выбирается кулоновским, од­
нако выбор этого взаимодействия на больших расстояниях, су­
щественно влияющий на спектральные свойства связанных сис­
тем, имеет определенный произвол. Наиболее последовательный 
способ восстановления потенциала - это решение обратной за­
дачи (03) /6-9/. Однако, восстановление взаимодействия в 
этих и ряде других работ формулируется на основе нерелятиви­
стского уравнения Шредингера. В то же время проведенный ана­
лиз показал /10/, что роль релятивистских эффектов в ряде 
случаев может быть весьма существенной.

В настоящей работе в рамках релятивистского квазиклас- 
сического приближения /2, II/ рассматривается задача восста­
новления квазипотенциала взаимодействия двух релятивистских 
бесспиновых частиц равных масс m по заданным для некоторо­
го интервала энергий значениям спектральной функции (спект­
ральной плотности) и сдвигу фаз. В основу подхода положено 
конечно-разностное квазипотенциальное уравнение для радиаль­
ной волновой функции ?[(Гл), записанное в релятивистском 
конфигурационном представлении /12, 13/

Гск(і^) + ехр(ПІ-) - Х(г) 1 Т^(г) = 0, 
L V P 2Г<2^ r dr7 J

X(r)=(M-V(d)/2mc2, г(2 = г(г+іА), Л=К/тс, 
где V(Г ) - сферически симметричный квазипотенциал, М - 
масса связанного состояния взаимодействующих частиц, а Г- 
модуль релятивистской относительной координаты, являющийся 
релятивистским инвариантом. В первом разделе формулируются 
утверждения, решающие задачу восстановления взаимодействия в 
рамках релятивистского квазипотенциального квазиклассическо- 
го подхода (РККП). Следующий раздел работы иллюстрирует при­
менения полученных результатов, а в заключении подводится 
итог проведенному рассмотрению.
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I. РЕЛЯТИВИСТСКИЙ КВАЗИПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ 
КВАЗИКЛАССИЧЕСКИЙ ПОДХОД

В рамках рассматриваемого подхода спектральная функция 
и фазовый сдвиг определяются выражениями /14-16/

5к(?ЖлЦн(М+ , (2)
НГ

, Я R , (3>
А = tim I f Jr Хэ(г)~ Jdr V > 

Гь- J

где
Х?(г?= arch Хэ(г) , Хэ(г) = I + (ju- VM tr))/C(г),

C2(r) = l+A7< A=*(M/2), Х6(г)=Хэ(г)І 
+ *VMin-Vi(r) ■

Точки поворота s р ~ (ju , А ) модифицированного квази­
потенциала \/м( Г) удовлетворяют условиям

Ум(гк7=/і , Ум(г) = С(г)+/0-1 + V(r)/2m.c2, (4)

а точки поворота = Г 5 (ju ,Л ) базового потенциала 
Ув (г ) определяются из условия

Причем, если у У(г) кулоновского взаимодействия нет, то

Vg(r) = C(r)+/uo4 , (6)

а при его учете

Vg(d = C(r)V»-1 + Vc(D/2mc2, Ус(г)=ог/г . W

Величина Мо, входящая в определение безразмерных параметров 
ju = (M-M0)/2mc2 , ju0 = (2mca-M0)/2nTC2 ,

является абсолютным минимумом квазипотенциала, т.е.

S ( О ,Л ) = 0 . (8)Л
Решение спектральной 03 в РККП для £ / 0 определяется 

системой уравнений /14, 15/

Г(?,Л)=е-Го- jrJtg(ju-t)So(t,A) ,
J11 о

Сі(го+,го-) = агаК(Л/г0+) - arskCA/Po") =



- 5 -

=А РЧ^"^5о^>л)
6Л Q 

при условии (8).
Функция (t) дается выражением

ам= I Y'7„ x>0, do)
2лг х_г~ p Kotp)

где Ko(р) - функция Бесселя мнимого аргумента. В рамках рас­
сматриваемого подхода справедливо следующее утверждение.

УТВЕРЖДЕНИЕ I. Пусть So (ju,Л)-спектральная функция 
в РККП, удовлетворяющая условию (8), и для нее существует 
изображение S( р,Л ), R.ep>а^О.

Тогда
I) существует точка Го (Мо,Л ) такая, что

mi n. VM( Г ) = Vm ( Гв (Мо» Л)) = 0;
2) существуют изображения для функций р(^,Л ) и Q( го+, 

Г~, так что

К(М)=£(р>л)е'р/к0(р) .

(II)
А(р,Л) = -^ е /рК0(р), Rep>a^o, 

дЛ
и при этом

х+г °» 
2(р,Л)ехр[Р(^-|Д/Х0(р), (12)

х-гс^

а(г0+Л")= —— Up ехр[р(^Н)]£(р,Л)/рК0(р), 
25іі

х~1-’ х > о.

Действительно, из условия (8) следует, что квазипотен­
циал имеет единственный минимум Мо и две ветви Го- . Следо­
вательно, существует такая точка Г0(М0,Л), в которой 
minVM<r) =V М(ГО (М0,Л)) = 0. Поскольку изображения 

функций so(j* ,Л ) И g (л ) существуют, а Гр* и So(/, 

Л) в РККП связаны соотношениями (9), то,применяя к этим со­
отношениям преобразование Лапласа, приходим к формулам (11), 
обращение.которых и дает (12). Отметим, что если S0(ju,A) 
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является кусочно-непрерывной функцией, то, очевидно, , а 
следовательно и квазипотенциал, также представляются кусоч­
но-непрерывными функциями. Более того, данное утверждение 
остается справедливым и в случае, когда Мо = - »<= . Для 
этого вводится регулярный кусочно-непрерывный квазипотен­
циал

(Wj-Vo , 0 4Г<Го’(М0,Л), г>л+Кл), 
V0(r)

о , Г-(Мо,Л)£Г<Го+(Мо,Л) , 
ГДе У^МсЛ))^ , M0=V0+2mc2.
Модифицированная таким образом спектральная функция опреде­
ляется тем же выражением.(2), так же удовлетворяет условию 
(8) и связана с Го4 теми же соотношениями (9). Переход к ис­
тинным выражениям осуществляется путем предельного перехода 
при Мо = - .

Отметим также, что для 1= 0 решение спектральной 03 
/17/ уже определяется только первым уравнением системы (9). 
С учетом этого обстоятельства справедливость данного утверж­
дения, очевидно, сохраняется.

Дальнейшим обобщением является применение рассмотренно­
го подхода к решению 03 рассеяния.

Так, в случае, когда V(Г) не содержит кулоновского 
взаимодействия, решение дается формулами /16/

г0 (JH, л) = 9(jK-j*0)(r6--г0~) + [е(л)-

, (13) 
оМ- о

а0(М)=а(г0+,г0-)=7~- o^juo,
оЛ о

при условиях (5), (6), (8). При учете же кулоновского притя­
жения в формуле (7) <0, ив левых частях решений (13) по­
является дополнительный член /16/

, Л)= 6ty-ja0)( Г6~ - Го“) + [ 9^ Го") +

Ло ч
+ е(л-Ло)1

ЙЛ v6 °
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a4(ju,A)= a(r0V0-) + 0(jH-jko)A. pt g(jn-t)SB(t,A)= 
JW гл Ve

= Мм),
где &в(/* > A ) = jJr XB(r) t Vg M-/4

rB
есть спектральная функция базового потенциала (7) при 

oL <0, удовлетворяющая условию
SB( VB,A ) = 0.

Фазово-спектральные функции kQ j(jk ,Л), входящий в эти 
решения, имеют вид

kOi1(ju,A)=6(/<-jUo)fo + [6(ju)-0( ’ju-^o)]So(ju,A), (15) 

где 9(ju) - ступенчатая функция.
В то же время при учете кулоновского отталкивания ба­

зовый потенциал определяется также формулой (7), но теперь 
>0, и решение релятивистской 03 рассеяния определяется 

соотношениями /16/

Л
+ [©(>)-= у- <^-t)h2(t,A), 

° (16)

q2(jM)hg”)+E r-)+

+Еб()и)-е(ГЛЯа(п+,г(-)=^ Й^р-пк^.л),

+ C6(^-e(ju-Ju<)]s1(?>A). (I7)

при условии (8).
Опираясь на полученные результаты (13), (14), (16) и 

повторяя доказательство утверждения I, нетрудно убедиться в 
справедливости следующего утвервдения.
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УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Пусть в РККП функции > Л ) опреде­
лены выражениями (15), (17) и для них существуют изображения 
^(р.Л)» ИерХЗ^О. Причем, уравнения

SK(ju,A ) = О
имеют решения только при ju = О, К = О, I, 2.

Тогда
I) существует точка rQ( MQ,Л) такая, что 

minVM(r) = VM( Го(М0,Л)) = О;
2) существуют изображения

Rk(fU)= НДр,л)е"р/к0(р),

(18)
Ак(р,Л) = ^ Нк(р,Д)6 '/zpK0(p); Rep>a^-O, 

и при этом X+lOo
Гк(?,Л)=^г Idpexp[p(rO]HjP)A)/K0(p), 

23Пх-і~> (І9)

JdPexpW^4)M(p,A)/pK0(^ 

j сл с х-1"

Подводя итоги этого раздела, отметим ряд обстоятельств. 
Во-первых, все полученные результаты, очевидно, останутся 
справедливыми для любой кусочно-непрерывной фазово-спектра­
льной функции, для которой существует изображение Лапласа. 
Это отвечает квазипотенциалу с соответствующим числом экст­
ремумов.

Во-вторых, неоднозначности, возникающие в решении реля­
тивистской 03, например, (16), аналогичны той ситуации, ко­
торая имеет место в точной теории, где информация о положе- 

■нии связанных состояний вместе с данными о фазовом сдвиге 
недостаточна для полного определения потенциала.

И, наконец, рассмотренные утверждения позволяют восста­
навливать квазипотенциал по изображению фазово-спектральной 
функции: формулы (12) и (19).

2. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ
В качестве иллюстрации полученных результатов рассмот­

рим вопрос о восстановлении квазипотенциала по изображению 
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спектральной функции ( ^ = 0).
Рассмотрим спектр /2/

S(ju,о)=Vsr/2 (гтсг/^)^аГ(^ +i/a)[(ju+1)2-

Л1/а-Н/2)/2 -г-Н/ан/г
^-1/2 (ju+1) , M0 = 2mc2, 

отвечающий в РККП степенному квазипотенциалу

V( г) =1 rQ, </, а >о. (21)

Здесь Г ( 2 ) - гамма-функция; (2 ) - функция Лежандра 

первого рода.
Очевидно, что Г"=0, Г0(М0) = 0, а функция (20) 

удовлетворяет условию (8).
Поскольку

, RPp>o, 

то из (II) находим

R(p)=(2mc%() Г(| + VQ) р 1 , Re р > 0.

Это в свою очередь соответствует оригиналу
r(jK ) = (2тс%/^ )I/a.

Теперь,обращая это соотношение, восстанавливаем квазипотен­
циал (21), отвечающий релятивистской спектральной функции 
(20).

Особо интересный случай представляет спектр /18/

S(ju,o) = arch (jk + 1), oL > о. (22)

получаемый из точного решения квазипотенциального уравнения 
в форме Кадашевского в релятивистском конфигурационном пред­
ставлении для сферического "потенциального ящика"

V(r)=
'о, г^ог,

(23)

Очевидно, что (22) удовлетворяет условию (8) и

S ( р) = ^ К0(р) р-'1 iRep>o.

Следовательно,
Г (ju) = ,

обращение которого восстанавливает квазипотенциал (23).
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Изложенный метод применим и для восстановления квази­
потенциалов (в частности, сингулярных) по спектральной плот­
ности

d 5(^,0)/^ .
Например, для сингулярного квазипотенциала

V(r) = ^ £п(аг) , <а>о,
строим регулярный

у (г) =[ V(d~V°>

. 0, 0 < Г0(М0) , M0=V0 + 2 2 тс ,
так, что ему в РККП отвечает спектральная плотность 
которую можно представить в виде

S'(jU,0)=(2mc7a04)eVo/°Zfdt expEsrnc^-t)/^ +

v ь \!г ° '

Поскольку (25) представляет собой свертку, то

(24)

(25)

£'(jm,0),

S (p)=(2mc%o0 exp[p+Y0/<<]K0(p)p~7p-2r^ Ч

+ Q"* exp[p+V0/oZ] К0(р) р"1 , Rep>2mc2/^ .

Но тогда

Я(р) = (2 mc^QoZjC рч(р~2тсг/<2) 1 +

+ СТ1 9^°^ р-1 ( Qe р > 2 пт Сг/г2 , 

и по теореме об интегрировании оригинала будем иметь

P(jm)= СТ* exp [(Smc^+Vo)/^] . (26

Осуществив предельный переход при Мо = - <*= , из (26) нахо-

r(^) = Q-1expC(M-2mc2)/od ,
обращение которого восстанавливает квазипотенциал (24).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, в данной работе в рамках релятивистского квази- 
потенциального квазиклассического подхода предложен метод 
решения релятивистской обратной задачи: восстановлен квази­
потенциал V ( Г) по фазово-спектральным данным (фазово­
спектральной функции) двухчастичной связанной системы. По­
лученные результаты носят релятивистски инвариантный харак­
тер.

Рассмотренные в работе примеры иллюстрируют эффектив­
ность метода и, в частности, применительно к точному (не- 
квазиклассическому) спектру для сферического "потенциально­
го ящика". Этому обстоятельству можно дать следующее объяс­
нение /6/: вблизи минимума энергетические уровни, расчитан- 
ные в первом порядке ВКБ-приближения, являются точными, а 
вблизи порога диссоциации движение становится почти класси­
ческим и результаты первого порядка квазиклассического при­
ближения так^же будут точными.
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