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Большинство работ по обратной задаче, принципиальная возможность решения которой 
была доказана в работах [1-3], основаны на нерелятивистском уравнении Шредингера [4- 
8]. Наиболее полный обзор по теории обратной задачи можно найти в монографиях [9-10]. 
Тем самым задача восстановления взаимодействия для существенно релятивистских систем 
все еще является актуальной. Одним из таких подходов к релятивистской обратной задаче 
может служить релятивистский квазипотенциальный подход [11] к решению задач квантовой 
теории поля.

В данной работе рассматривается задача восстановления компонент нелокальной сепа­
рабельной составляющей полного взаимодействия двух релятивистских бесспиновых частиц 
неравных масс (mi m2) по приращениям фазового сдвига и энергиям связанного состоя­
ния. При этом мы будем считать , что полное взаимодействие может допускать существова­
ние одного истинного связанного состояния, а его локальная часть W(г) является известной 
и согласуется с экспериментальными данными при низких энергиях. Рассмотрение ведется в 
рамках релятивистского квазипотенциального подхода [12] к решению задач квантовой тео­
рии поля. В основе рассматриваемого подхода лежит выражение для приращений фазового 
сдвига (К = с = 1)

00 т-1

о

AiM = ^in\Qi(rthx)V^^ П [cos^'Hx)]2, Ein = ±l,n = l,2,...,Mt. (2)
m=l

Здесь P — символ главного значения, Qi^z) — функция Лежандра второго рода, a F™ (х) — 
функция Йоста локального квазипотенциала W (г) и связана с соответствующим ей фазовым 
сдвигом (х) соотношением F^ (х) = \F™ (х)\ехРІ~ійі''(х)]-

Для того чтобы восстановить компоненты Ип(г) по приращениям б;У|п(%') фазового сдви­
га и энергиям связанного состояния, мы решим интегральное уравнение (1) относительно 
функции АіДх')- При этом мы воспользуемся подходом, изложенным в работе [13]. После 
этого используя интегральное преобразование Гильберта, из (2) найдем функции 
Наконец, выполнив обобщенные релятивистские интегральные преобразования Ханкеля

ОО
<^(n-1)(chx)K^ п= 1,2,...,Mi, (3)
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мы восстановим компоненты У/П(г). Здесь ^n~l\r,x) есть решение конечно-разностного 
квазипотенциального уравнения с квазипотепциалом, соответствующим суперпозиции ло­
кального ТУ(г) и (п — 1)-компонентного нелокального сепарабельного £imVlm(rWim(r>) 
квазипотен- риалов. Этому решению отвечает спектральная плотность

dp[n ^(chx) dpjQ)(chx) 

d(chx) d(chx)

n-1
П [cos ^lm (x)f, 
m=l

n= 1,2,..., Ml,

где dp^/(chx)d(chx) = 2л ]sh ^Х^Ф/Сс^хУ-^ИЧх)!2 - спектральная плотность для регу­

лярного решения х) = Щ^х) конечно-разностного квазипотенциального уравнения с 
локальным квазипотенциалом ТУ(г), не допускающим существования связанных состояний. 
При этом для решений х) справедливы условия полноты

ОО
У dp[n~l\chx№[n~%\xH^ п= 1,2,...,Mh (4)

I

Заметим, что интегральные преобразования (3), как и условия (4), при п = 1 совпадают 
с соответствующими соотношениями, полученными в работе [14].

Для единственности решения обратной задачи потребуем, чтобы приращения ^'"(хО 
фазового сдвига в выражении (1) были непрерывными по Гельдеру функциями с некоторым 
положительным индексом и при х' —♦ +оо для них имели место оценки

^>0, 7 > 1, п = 1,2, (5)

Эти требования означают, что компоненты Vin(r) сепарабельного взаимодействия удовлетво­
ряют условиям

rVin(r) е ЬДО, оо), п = 1,2,..., Mi. (6)

Кроме того, для приращений фазового сдвига выполняется теорема Левинсона

^1п(0) — ^'"(оо) = <5р(0) = 7г(сг^п^ - п = 1,2,..., Mi, (7)

причем (0) — (оо) = 5^(0) = 0. Здесь р1) — число "поддельных" связанных состояний, 
обусловленных n-ой компонентой нелокального сепарабельного квазипотенциала в каждой 
парциальной волне, с энергиями

(п) ы f 0,1,. • •, - 1, Ein = 1,
= chxVc > 1, п = 1.2,..., Mi, (8)

19 Л"-' - _ I1 1, 2, • ■ • , '7 , tin - -K

a — число истинных связанных состояний, обусловленных суперпозицией локального 
ТУ(г) и п-комнонентного нелокального сепарабельного квазипотенциалов, с энергиями

О = chx?’< 1, Х^і^, 0 <4'4^2, n = l,2,...,Mi, (9) 

°,
О,

11,

причем в нашем случае

Eln - 1, П = 1, 2, ... , Ml,

£ln = ~К п — 1.2,..., Mi - 1, 

= -1, П = Ml.

(10)
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1 + (ж)(ж2 - 1) 1/2 . (12)

При этом значения энергий (8) "поддельных" связанных состояний находятся по тем значе­
ниям х', при которых приращения фазового сдвига пересекают прямые 8^1п = тгк (к- целое) 
сверху при возрастании у', е.

„ . , ( 1,2,..., z/”}, Ein = -1,
^”(Х^) = ^ n = 1,2,...,^, /== .. n) . . (И)

J 0,1,...,Д - 1, ein = 1.

В то же время значение энергии (9) единственного истинного связанного состояния полного 
взаимодействия (??. = Мф является простым корнем уравнения

ОО

= -1 + 5 /dx = о.
z 7 chy-E)

Для того чтобы решить интегральное уравнение (1), выполним замену переменных х = 
chy'. t. ~ chy и введем следующие обозначения:

(х-) ^5?" (arch х), <лп(х) tg А^Да;), 1цп\х) = - sin (л) expH^Wb

'фіп Д) = Аі„ (arch x)g^ 1 (s)

Тогда уравнение (1) преобразуется к виду
ОО

#Дх) = 1 + - п = 1,2,... ,Л/р (13)
Л J t — X - IV

1

Решение уравнения (13), как и в случае однокомпонентного сепарабельного квазипотен­
циала [13|, представим в виде

Фф'Ф = Ящ(ж+) = lim Hin(x + iff), 1 х < оо, (14)
л—+0

где функция
ОО

н,п(2)=1+1/Лж« (15)

7Г J t - Z
1 

является аналитической в комплексной плоскости переменной z с разрезом от 1 до +оо, 
причем

lim Hin(z) = 1 (16)
|г|—оо

во всех направлениях, если только функция фіп(х) непрерывна по Гельдеру, а интеграл в (15) 
сходится. Более того, подстановка решения (14) в выражение для скачка функции Hin(z) на 
разрезе

Hin(x+) - Н^х-) = —2г sin A^” (ж) exp ^^"(s)^

приводит к однородному уравнению Римана -- Гильберта

///„(*+) схр [2гД;ЦД.г)] - ЯыД-) = 0, 1 < х < оо. (17)

Частное решение этого уравнения, удовлетворяющее условию (16), дается выражением

Hln(z) = ехр^/Дх:)], (18) 
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где
QW I/

^z) = --[dt^^-, ‘ (19)
Л ./ t - Z

1
причем из предположений о поведении приращений фазового сдвига и условий (5) следует, 
что во всех направлениях lim win(z) — 0. Более того, функция (19) определена на разрезе 

|z|-»oo
всюду, кроме точки z = 1, где ее поведение имеет вид

(1) 1п 11 - z\ + Clin(z), z -> 1. (20)
Л

Здесь функция П/П(г) конечна при z = 1, а А^’ф!) = ^'"(О) = 7r(crJ7'^ + согласно
теореме Левинсона (7). Следовательно, функция Hin(z) имеет нуль порядка (а^ - o-j'1"'1) + 
i/^) в точке z = 1. Тем самым частное решение неоднородного интегрального уравнения 
(13) существует и в соответствии с выражениями (14) , (18) и (19) имеет вид

V7n($) = ехр [«InW - , С21)

где 
ОО »/

1 Га1п(х) = — Р / dt-^, (22)
л J t - х

1 

причем
w/h(-c±) — aln(x) (х)■ (23)

Отметим, что функция (21) регулярна при х — 1 (имеет пуль порядка (сг^ -сг^1 Н^”'))
в этой точке), непрерывна по Гельдеру с тем же индексом, что и приращения фазового сдвига, 
и ограничена при х —» +оо , а это совпадает с априорными предположениями о ее свойствах. 
Более того, она удовлетворяет уравнению (13), поскольку по теореме о вычетах мы можем 
записать:

If Hln(z) Г H^z) . I
lim —— / dz-------------= res —---------- —, z = x + nj ,

n^2mj z-x-itj \_z - x - гт) J

где Г+ — замкнутый контур, состоящий из окружностей радиуса R с центром в точке 
z = 0, С~ радиуса г/ с центром в точке z = 1 и двух берегов разреза от 1 до R , проходимых 
в противоположных направлениях. При этом вклад интеграла по окружности Сд, согласно 
асимптотике (16), стремится к 1 при R —* +оо, а его вклад по окружности С~ в силу оценки 
(20) стремится к нулю при т] —> +0. Отсюда, учитывая выражение (23), мы и заключаем, что 
функция (21) является частным решением неоднородного интегрального уравнения (13).

Теперь найдем общее решение однородного уравнения

(24)

которое представим в виде 'Фіпофх) = Ні,ю(х+) = lim + іі/ф 1 С х < оо. Здесь функ- 
(/-->+0

ция Hino(z) = л-1 dt^ino(t)h*n(t) /1 — z является аналитической в комплексной плоскости
переменной z с разрезом от 1 до +оо, причем во всех направлениях lim - 0, и

|г|—>оо
она также удовлетворяет однородному уравнению Римана — Гильберта (17). Поэтому общее 
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решение уравнения (17) будем искать в виде Hino(z) = ехрИДг)] Ak4z ~ 1)Л под­
становка которого в уравнение (17) и требование его конечности при z = 1 (функция Hintz') 

/ (п) (п-1) , М\ 1 \ кт(п) (п) (п— 1) , (п)имеет нуль порядка (ст) - ст) + / ) в точке z — 1) дает Nf — — ст) + и) ■
Следовательно,

'Фіпо^ = exp a/n(.r) = ajn) - стр"1’ + (25)

При этом, как и в случае частного решения, интегрированием по контуру Г+ убеждаемся, что 
функция (25) является решением уравнения (24) и обладает всеми требуемыми свойствами.

Таким образом, общее решение интегрального уравнения (13), в соответствии с соотно­
шениями (21) и (25), дастся выражением

Nt(n>
^ln(x) = + ^іпо(х) = exp [а/п(ж) - ^'"(rr)] < 1 +

fc=i
(26)

Наконец, принимая во внимание обозначения (12) и преобразуя сумму в произведение, ре­
шение (26) запишем в виде

где

А//) - -shy' sin tfin ехр (ch/)]
N^—6
П 1 + 

k~i-A L
ak

chy' — 1 (27)

a/n(ch/) = --P 7Г
7 shyc^^y) 
y^^h/’ (28)

рУп), = 1, n= 1,2,..., Mi,
.Jn) (n) (n-1) , (n) I (n) 1 _ ЛГ 1 e J £/n - 1,
Ni ~ai - (Ji + i^i = < //) sin = -1, n = 1,2,..., Mi - 1, о = <

(ЛД) ... . . , [o, £/n = -1.
'41, £W| = -1, n = Mi,

(29)
Для нахождения параметров {a^} заметим, что функция А^х') по определению (2) 

должна сохранять свой знак при всех значениях у'. В то же время приращения фазового 
сдвига при значениях энергий (8) "поддельных" связанных состояний удовлетворяют усло­
виям (11). Следовательно, при переходе через точки у^ правая часть выражения (27) с 
учетом выражений (9) и (10) сохранит свой знак, если

, . , . ( 0,1,.... - 1, Ein = 1 , п = 1,2,..., Mi,

к ein =-1, n = 1,2,..., Mi,

=l-chy!jW,), (J^ = 1, =-1, 71 = Ml.
+1

Тогда вместо выражения (27) получим

AiM =
9 1

--shy'sin ^‘"(у') ехр [аг„ (ch/)] П
к=і-6

’sh2(//2) -sh2(y^/2)'
. sh2(//2) .
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+ (30)L *17(.v72) J ’ '
где и доопределены в (9) и (10), a J-b (29).

Таким образом, решения (30) однозначно определяются энергией (9) истинного связанно­
го состояния полного квази потенциала (п = Mi) и приращениями фазового сдвига, так как 
значения х^ также задаются их поведением — условиями (11). Кроме того, из (28) и (30) сле­
дует, что функции А^х1) непрерывны по Гельдеру и при [хЯ —» о© они имеют асимптотику 
chx' Іх'Г7,7 > 1, п = 1,2,... ,Мі, если только приращения фазового сдвига удовлетворяют 
условиям (5), а, следовательно, компоненты Vin(r) удовлетворяют условиям (G).

Чтобы восстановить компоненты Vin(r) посредством преобразований (3), введем функции

r,„(sh(.v72»=[—к((ейЛП«»І^
Lsh(x72)-?:sin(4 72)1 L m=1 J

(31)
(sh(//2))| = l/IrV)!, ReV^sh (//2)) = ReV^-^fY),

argV^^-sh^ / 2)) = -arg^Csh^)), n = 1, 2,..., Mh (32)

Поскольку arg/^’^-x') ~ arg^""1^'). T0 в <:илУ условий (32) это означает, что

= sgnx^rg/^W//2)). (33)

Тем самым функции V/„(sh(x72)) являются аналитическими в полосе 0 < Imx' < тг/2, непре­
рывны при 0 Imx' < 7г/2 и для них справедлива оценка

lUsh(x72)) = О [sh2(x72)] , |/| - оо, 0 < 1ш/ С я/2, (34)

если только условия (5) выполняются. Более того, функции /n(sh(x'/2)) нигде не обраща­
ются в пуль в полосе 0 < Imx' тг/2. Следовательно, функции In Vjn(sh(x72)) являются 
аналитическими в полосе 0 < Imx' тг/2 и ведут себя как ln(sh2(x72)) ПРИ 1/1 00 в силу
оценки (34). Поэтому мы имеем право применить интегральное преобразование Гильберта 
к действительной и мнимой частям функций In V)n(sh(x72))- Тогда для действительных х' 
будем имс'гь

ОО
, . 1^ f RelnHn(sh(x/2))Im In 7n(sh(x/2)) - --P у d(sh(x/2))sh(^/2)_gh(^/2) - 

— ОО

2sh(x72) p /’ , Ai(xP) In [л£<пЛщ(х)/2] 
л J (' X chx ~ chx'

о
где мы учли, что Rein /n(sh(x/2)) = In [тг£/пЛгп(х)/2]. Отсюда, принимая во внимание вы­
ражение (31), находим

С,(сіь7п/і^ЧЛ1С\*Ц72))/ІЦ^7і]Ц^^

L m=1 J z Lsh(x72)+«sin(«J /2) J

ЩЬ(У/2)Р 7 лы^ л^ n = 12.... Mi 
гтг J chx - chx'

о
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Наконец, учитывая соотношения (32) и (33), окончательно получим

п— 1

|Q/(cthX')/^V'"(x,)| П cos [C'm(x )] = V^lnAln(x')/2x
in— 1

exp - 'HA" x' arctg
8Іп(к^^/2)
■W/2)

sh(//2)
7Г

P / / ch(x/2) bi [ireinAiM/'A
J X chx-^x'
о

где n — 1,2,..., Mi-
Таким образом, решение релятивистской обратной задачи существует и однозначно опре­

деляется приращениями фазового сдвига и энергией истинного связанного состояния полного 
взаимодействия.

13 заключение подчеркнем, что предложенный здесь метод восстановления компонент 
нелокальной сепарабельной составляющей полного взаимодействия двух релятивистских бес- 
спиповых частиц неравных масс фактически эквивалентен одночастичной обратной задаче. 
Последнее связано с тем, что в рамках релятивистского квазипотенциалыюго подхода к кван­
товой теории :юля полная энергия двух рслятнвнт'тчч': бесспиновых-частиц неравных масс в 
с. ц. и. пропорциональна энергии одной эффективной релятивистской частицы массы т' [15].

Авто].) выражает благодарность В. В. Андрееву, А. М. Широкову и Ю. С. Вернову за инте­
рес к работе, ценные замечания и полезные обсуждения полученных результатов.
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Гм. п. снпігшсніжко
RELATIVISTIC INVERSE PROBLEM FOR A SUM OF NONLOCAL SEPARABLE 

QUASIPOTENTIALS

Summary

A relativistic inverse problem is solved for the case when the total quasipotential simulating the interaction 
of two relativistic spinless particles of unequal masses is the superposition of a local quasipotential and a sum of 
nonlocal separable quasipotentials. The problem is investigated within the relativistic quasipotential approach to 
quantum field theory. The local component of total interaction is supposed to be known and it not admits bound 
stat.es. It is shown that the. nonlocal separable components of total interaction may be reconstructed if its the local 
component, the additionals phase shift and the true bound state energy are known.

stat.es

