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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ В РЕЛЯТИВИСТСКОМ 
КВАЗИКЛАССИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

В СЛУЧАЕ НЕРАВНЫХ МАСС

Интенсивное исследование рассеяния частиц и ядер при высоких 
энергиях стимулировало интерес к релятивистским составным моделям 
элементарных частиц. При этом было показано [1, 2], что для сущест­
венно релятивистских систем, таких, например, как системы, образован­
ные легкими кварками, вклад релятивистских поправок к гамильто­
ниану взаимодействия сравним с «основным» нерелятивистским членом. 
Необходимость релятивистского описания наиболее очевидна при рас­
смотрении радиационных распадов мезонов и нуклонных резонансов, 
когда энергия излучаемого фотона сравнима или больше массы квар­
ков. Тем самым кварк, взаимодействующий с фотоном, неизбежно ока­
зывается релятивистским.

Одним из эффективных методов релятивистского описания системы 
двух частиц может служить квазипотенциальный подход [3]. При этом 
потенциал межкваркового взаимодействия однозначно определяется 
квантовой хромодинамикой лишь на малых расстояних и выбирается 
кулоновским. В то же время конфигурация потенциала на больших рас­
стояниях из-за отсутствия в настоящее время эффективных методов 
расчета вне рамок теории возмущений квантовой хромодинамикой не 
определяется и выбирается феноменологически [4].

Наиболее последовательным способом восстановления потенциала яв­
ляется решение релятивистской обратной задачи [5—8]. Задача восста­
новления взаимодействия в этих работах формулируется в рамках ква- 
зипотенциального подхода [9] для системы двух релятивистских частиц 
равных масс т.

В данной работе в рамках квазипотенциального подхода [9] рас­
сматривается задача восстановления квазипотенциала взаимодействия 
двух релятивистских бесспиновых частиц с неравными массами 
y=mz) по заданному для некоторого интервала энергий набору сдвигов 
фаз и спектру их масс. Основой рассматриваемого подхода явля­
ется релятивистское уравнение для амплитуды рассеяния двух частиц 
с неравными массами [10] (h — c=1):

W, q') = —
m'2

2л (т1 + v^, q'; ад +

Г Sq-- V Sh -ф IE
(1)

где dQk’ = dk'/V 1 + (k'/w')2, Eq’ = Vm' + q' .
Это уравнение представляет собой релятивистское обобщение урав­

нения Липпмана—Швингера в духе геометрии Лобачевского, реализу­
ющейся на верхнем поле массового гиперболоида р' =т' , и описывает 
рассеяние эффективной релятивистской частицы массы т'трп^ с 
трехмерным относительным импульсом к' и полной энергией частиц 
в с. ц. и.:

+k2-|-/ml + ^ = ^^±^?/m'2 + fe'2 (2) 
т’

на квазипотенциале V (р', q'; Eq-).
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Если ввести в рассмотрение волновую функцию ЧД-(р'), положив

(р') = (2л)3 V1 + (p'/m')26 (р' — q') — ,
m V sq —V sp + te

(3)
то вместо уравнения (1) получим дифференциальную форму реляти­
вистского уравнения Шредингера для волновой функции (р') в им­
пульсном представлении:

(V^-l/s“)^(p') = (2n)-3fdQft^(p', к'; (к'). (4)

Для перехода от импульсного представления в конфигурационное 
введем в рассмотрение релятивистскую волновую функцию ф^(г) в г- 
представлении, положив [10]

ф.Дг) = (2л)-3рЙА^(к', г)Ч^(к'). (5)
Функции

Ро = ЕО’ — Vт'1 + р'2, г = гп, |n|2 = 1, 

играют роль релятивистских плоских волн и удовлетворяют уравнению 

(Vsq — ДоШч', r) = 0, (7)

Здесь Де, ф — угловая часть оператора Лапласа, а к'—і/т'— комп­
тоновская длина волны эффективной частицы.

Применение преобразования Шапиро (5) к уравнению (4) с учетом 
уравнения (7) приводит к релятивистскому аналогу дифференциального 
уравнения Шредингера с нелокальным взаимодействием в случае не­
равных масс:

где
(Vsg — Д0)ф?Дг) = ррУ(г, р; £»1|у(р), (9)

Е(г, р; r)/(p', к'; Еч^(к’, р).
Для случая локального квазипотенциала уравнение (9) 

в виде
запишется

ch
dr

IX' / ik'd ) ---- sh --------
dr

V2
2r2 де,Фехр ik'd

dr ~Х(Г) Ф?Дг) = 0; (Ю)

iVd \
г

где введены обозначения:

M=Vsq, X(r) = [M — V(r, Е^/^ + т^. (11)

Наконец, используя парциальное разложение волновой функции с 
данным собственным значением массы М по радиальным волновым 
функциям (р (г):

ф.Дг) = V (2/+ 1) і'Д 
z±o г \ Я’г / 
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вместо уравнения (10) получим

, / ik'd \ , Г2/(/ + 1) / ik’d \ 1сЬ1“^“/+---- 2^ еХр(^7~ )~x(r)j <piW = °, (12)

где г(2> = г (г + іХ').
Таким образом, и для случая неравных масс релятивистская пробле­

ма двух тел сводится к одночастичной. Это дает возможность примене­
ния тех же математических методов, что используются и в задаче для 
частиц с равными массами.

Решение уравнения (12) в релятивистском квазиклассическом при­
ближении, как и в случае равных масс, дается выражением [11, 12]:

Ф( (г) = Ф/+) (г) + фП (г),

Ф^’ (г) = С± Ум (X2 (г) - R2 (г))-1 /4 exp [(i/V) f drX± (0 + Ф], (13)
где

R2 (г) = 1 + А2/г2, Л = V (Z + 1/2), Х± (г) = In [X (г) ± УХ2 (г)-7?2 (г)].
(14)

Здесь С± — нормировочные константы, а <р — волновые фазы, кото­
рые находятся подобно тому, как это делается в квантовой механике.

Пусть квазипотенциал У (г) не содержит кулоновского взаимодейст­
вия. Тогда в рамках релятивистского квазиклассического приближения 
спектральная функция и фазовый сдвиг определяются выражениями:

SK(p, Л>лГ[п(Я 0 + 1/2]= ргХэф(г), (15)
У

fK(p, А) = (М) = Пш { J с1рХэф(р)— J dpxB(p)}, 6 = 0, 1, (16)
гк гв

где
Хэф(г) arch[l + (р — VM(r))/R(r)], хв(Н = arch [1 + (р — Ув (г))//? (г)].

(17)

Точки поворота г* = г* (р, А) модифицированного квазипотенциала Ум (г) 
удовлетворяют условию

Ум (Гк) = р, Ум (г) = R (г) + ро — 1 + У Шті + тг), (18) 
а гТ = гТ (р, А) при отсутствии кулоновского взаимодействия определяется 
выражением

< = А[(р-ро+1)2-1Г,/2 (19)

и является точкой поворота базового потенциала Ув(г):

VB(rB’) = p, Ув (г) = R(6 + р0-1. (20)
Величина Мо, входящая в определение безразмерных параметров

р = (М— М0)/(т1 -|- tn?), ро = (^і + m2 — AIq)/^! + тг). (21)

является минимумом квазипотенциала, т. е. So(O, A) j=O.
Далее, следуя решению релятивистской обратной задачи для случая 

равных масс [7, 8], определим при отсутствии кулоновского взаимодей­
ствия инклюзию (6—0):
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/О(И, Л) = 0(ц — Ио)Кт{ [ Лр[ц — VM(p)]— j <w — VB(p)l) +
'o’ гв

4
+ [O (ц) - 0 (ц - ц0)] J dr [ц - Vm (r)] (22)

r0 
и оператор

D^[h]= <^'§(ц —ц')й(ц', Л)- (23)
/ о

При этом фазово-спектральная функция Ло(и» Л) определяется вы­
ражением:

й0 (ц, Л) = 0 (ц — ц0) /о (ц, Л) + [0 (ц) — 0 (ц — Ро)1 So (ц, Л), (24)
где 0(ц) — обычная ступенчатая функция.

Функция g(t), входящая в оператор (23), определяется, как и в ре­
лятивистской обратной задаче для случая равных масс, выражением

g (0 = л”2 J dpp-i exp [— р (t — 1)]//0 (р) [1 + (^о (Р)М/0 (Р))2],
6 X

'(где 10(р), Ко(р)—функции Бесселя мнимого аргумента нулевого по­
рядка.

Потребуем, чтобы действие оператора (23) на (24) после изменения 
порядка интегрирования давало инклюзию (22) при условии (21):

*Ш] = Ш Л). (25)
Конечные формулы, решающие релятивистскую обратную задачу 

для случая неравных масс при отсутствии кулоновского взаимодейст­
вия, находятся путем дифференцирования (25) по ц и Л:

0 (И — Ио) (г~ — Го) + [0 (ц) — 0 (ц — Во)! (4 — Го) = [й0], (26)
др

arsh(Л/4) — arsh(Л/г^) =-Д-[й0], 0<ц<ц0. (27)
дЛ

Для учета особенности кваркового взаимодействия на малых рассто­
яниях введем в квазипотенциал кулоновское притяжение

V (г) = U (г) — air, а > 0. (28)
В этом случае выражение для фазово-спектральной функции имеет 

прежний вид (24), но имеются две точки поворота базового потенциала

УВ(4) = Щ VbW = R(r) + Цо — 1 — + m2)r. (29)
Это приводит к тому, что в решениях (26), (27) появляется дополни­

тельный член:

0 (ц —- Цо) (гв — Го ) + [0 (ц • 0 (р ■ Ро)1 (4 ■—■ Го ) +
л и» л

+ 0(ц — Цо)—- \ ЙЦ'Я(Ц —Ц')5В(Ц', Л) = —— £)и[йо], (30)
йц •’ дцВ

д
arsh(A/4)—аг5Ь(Л/го) + 0(ц —Цо)-—- І ^ц'£(ц — ц')5в(ц', Л) = 

ол у
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= -^— ^№>1, О<н<Но. (31)
оЛ

где
r+

SB(|t, л)= J dr%3(r), vB<p<p0,

гв
есть спектральная функция базового потенциала (29), удовлетворяю­
щая условию

SB(vB,A) = 0. (32)
В то же время при учете кулоновского отталкивания квазипотенциал 

и базовый потенциал определяются формулами (28), (29), но с заменой 
а——а. Фазово-спектральная функция в этом случае имеет вид

Mr. Л) = 0 (р — (ij)(ц, Л) -ф [0 (р — р0) — 0 (р — рх)] /0 (р, Л) +
+ [0(p)_0(p__p1)]S1(p, Л) (33)

при условии
Si (О, Л) = 0. (34)

В /стом случае решение релятивистской обратной задачи для нерав­
ных лг/асс дается формулами:

0 (Р — Mi) (г» — гГ) + [0 (В — Во) — 0 (р — pi)] (гв — Го) +

+ [0 (р) — 0 (р — Pj)} (rf — г?) = [/ij], (35)
op

[0 (p — p0) — 0 (p — pj] [arsh — arsh (A/r^)] + [0 (p) — 0 (p — рх)] X

X [arsh (A/rt) — arsh (A/r?)] = —— ОЛ/і!], 0 p pv (36) 
dA

Итак, возможность представить полную энергию двух релятивист­
ских частиц с неравными массами в с.ц.и. в виде выражения (2), про­
порционального энергии эффективной релятивистской частицы массы 
т' (переходящей в массу т при m1 = m2=w), позволило свести решение 
релятивистской обратной задачи в квазиклассическом приближении для 
случая неравных масс к одночастичной проблеме.

В заключение отметим ряд обстоятельств. Во-первых, изложенный 
подход позволяет восстановить квазипотенциал и в более общих случа­
ях кусочно-непрерывной фазово-спектральной функции, что будет отве­
чать квазипотенциалу с соответствующим числом экстремумов. Во-вто­
рых, неоднозначности, возникающие в решении релятивистской обрат­
ной задачи, например формулы (35), (36), аналогичны той ситуации, 
которая имеет место и в точной теории, когда информация о положении 
связанных состояний вместе с данными о фазовом сдвиге недостаточна 
для полного определения потенциала.

Автор глубоко признателен Ю. С. Вернову, И. Л. Соловцову и Р. Н. 
Фаустову за интерес к работе и полезное обсуждение полученных ре­
зультатов.

Summary
The Method of Reconstruction Quasipotential of the Interaction Two Relativistic 

Particles with Unequal Mass by Means of the Phase Shifts and Mass Spectrum Is 
Elaborated on the Base of the Quasipotential Approach to the Quantum Field Theory 
in the Framework of the Relativistic Quasiclassical Approximation.
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РАСЧЕТ АНИЗОТРОПИИ КРИСТАЛЛОВ 
ПРИ ЛИНЕЙНОМ ЭЛЕКТРООПТИЧЕСКОМ ЭФФЕКТЕ

Модуляторы света находят все более широкое применение для 
управления параметрами лазерного излучения [1]. В основе их работы 
лежат различные физические эффекты, обеспечивающие возникновение 
вынужденной анизотропии вещества. К таким эффектам, в частности, 
относится эффект Поккельса, который наблюдается в кристаллах, не 
обладающих центром симметрии, при воздействии на них электрическо­
го поля. Для получения определенных характеристик модулируемого 
излучения необходимо рассчитать характер изменения анизотропии при 
соответствующем изменении напряженности электрического поля. Су­
ществующие методики расчета таких модуляторов базируются на рас­
чете эллипсоида оптической индикатрисы и достаточно громоздки [1]. 
Аналитические выражения для расчета электрооптического эффекта в 
постоянйых полях получены в работах [2, 3]; в то же время разработка 
удобной методики расчета для нестационарных полей важна для реше­
ния прикладных задач. При описании прохождения света через элект­
рооптический кристалл практический интерес представляют величины 
и ориентации полуосей центрального сечения оптической индикатрисы 
плоскостью волнового фронта, что позволяет упростить расчеты опти­
ческих свойств кристалла при заданном изменении напряженности 
электрического поля. Общие выражения для таких расчетов можно по­
лучить путем решения уравнений Максвелла, записанных в ковариант­
ной форме [4]. Для немагнитного, прозрачного кристалла, через кото-
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