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МА ТЕМА ТИКА

Ю. Л. ШМУЛЬЯН

О ГОЛОМОРФНЫХ ОГРАНИЧЕННЫХ МАТРИЦАХ-ФУНКЦИЯХ 
С ОПРЕДЕЛИТЕЛЕМ, ТОЖДЕСТВЕННО РАВНЫМ НУЛЮ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 2 А' 1953)

В статье 0) В. П. Потаповым исследована структура голоморфной 
в единичном круге матрицы-функции w (Q, где ||w(Q||<l, detw(Q^0 
(под нормой матрицы w (квадратной или прямоугольной) в настоящей 
статье мы будем понимать норму оператора, действующего из одного 
евклидова пространства, вообще говоря, в другое, которому отвечает 
при выборе ортонормированных базисов в этих пространствах данная 
матрица w). В настоящей статье изучается строение ограниченной и голо­
морфной в единичном круге матрицы-функции и» (С), если det^(Q^O.

1°. Пусть w (С) — голоморфная по норме <1 в области G функция, 
каждое значение которой есть оператор, действующий в евклидовом 
или гильбертовом пространстве Н.

Теорема 1. Пусть при каждом оператор отобража­
ет Н на подпространство L^, причем dim С оо.

Тогда
1) sup dim Х) = г < оо.
2) dim = г для всех CEG— Е, где F — множество, не имеющее 

предельных точек в G (оно может быть пустым). Если ^Е, то 
dim (Z^Xr.

3) w (С) допускает представление *

* Опраторы будем писать справа от элементов.
** Вектор-функцию <р(£) назовем антиголоморфной, если при любом функция 

(<р, ?(£)) будет голоморфной.

Г
<ow (Q = 2 (о, <рг (Q) Ф» (С), (1)

і=і
где

а) (Z) — голоморфные в G вектор-функции (г = 1, 2,..., г);
6) (С) — вектор-функции, антиголоморфные  в G;**
в) при каждом С б G — Е векторы (С), ^2 (Q> • • •, Фг(Q линейно 

независимы;
г) при каждом t^G векторы фх(Q, ®2(Q> • • •, Чг(С) линейно неза­

висимы.
Число г будем называть функциональным рангом функции w (С).
Теорема 2. Пусть w (С) — голоморфная при |С|<1 оператор­

ная функция с функциональным рангом г, ||и/(С)||< 1.
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Тогда допускает представление

G) = даі (С) - w2 (С), (2)
где даДС) и w2 (Q голоморфны при Д|<1, ЦдаДСЛКІ, ||да2(С)||<1 
при каждом 'С. rw1 (Q отображает Н на некоторое не зависящее 
от С r-мерное подпространство Hr, w2 (Q отображает Нг на Lr.

Доказательство. Пусть elt е2,..., ег — произвольная ортонор- 
мированная система в Н, Нг — натянутое на нее подпространство. 

Положим (С) = 2 (ъ (Q) ei (? е Н), eiv2 (С) = Фг (С) (г = 1, 2,..., г); 

■®i(Q и ^(Q голоморфны при |СК1; ^(Q отображает Н на Нг\ 
(С) отображает Нг на L-. Очевидно, что да (С) = (С) v2 (Q. Из усло­

вия || да (Q || <1 1 вытекает, что

(С)]"1.

Пусть A (Q — голоморфная при |Q<1 функция, удовлетворяю­
щая условиям:

а) при каждом С A (Q есть оператор, действующий в Нг;
б) А~Ю существует при всех С (|С|<1) и, следовательно, яв­

ляется голоморфной в единичном круге функцией.
Если положить

(Q = ^1 (Q Д (Q, = (з)

то даДС) и да2(С) голоморфны при |С|<Д; (С) отображает Н на Нг\
w2(P)~Hr на Lr, причем выполнено (2).

Подберем теперь A (Q так, чтобы

IKHQIKh ІКгОІКі. (4)
Это дает

v2 (С) v* (С) < А (С) А* (С) < (С) V. (С)]"1. (5)

Для построения функции А (С), удовлетворяющей требуемым усло­
виям, найдем возрастающую последовательность чисел {рД lim р„= 1, 
так, что ни одна из окружностей ]С|=р„ (п=1,2,...) не проходит 
через точки множества F. Пусть Ап^ — голоморфная при |С|<К 
и непрерывная при |СКрл функция, каждое значение которой есть 
оператор в Нг, удовлетворяющая условию

причем существует при |СКрл. Тогда при т^п, |СКр »
выполнено условие

& ^2 (Q < Ат (С) Am (Q < (С) гч (С)]"1. (6)

Последовательность {Дт(С)} равномерно ограничена внутри еди­
ничного круга и, значит, нормальна. Поэтому можно считать, что эта 
последовательность равномерно сходится внутри единичного круга.

Если А (С) = lim Ат (Q, то A (Q голоморфна внутри единичного 
т—хх>

круга. Переходя к пределу при m -»оо в (6), получим, что равенство 
(5) имеет место при |СКр„ пРи всех п, т. е. при |С|«<1. Существо­
вание Д~Ю вытекает из существования АТ,1^) и ограниченности 
при каждом С последовательности {|| Ат (С) ||}, которая следует из 
(6) (2). Найдя А (С), находим (Q и w2 (Q по формулам (3).
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2°. Теорема. 3. Если w (Q — голоморфная при | С | < 1 матрица- 
функция т-го порядка с нормой detw (’)= -О, то w(Q = w1 (С) w2 (С), 
где (Q и w2 (С) суть голоморфные при | С |< 1 прямоугольные 
матрицы-функции с нормами <^1, причем w1(t) имеет т строк и 
г столбцов, w2(Q имеет г строк и т столбцов.

Здесь г — функциональный ранг операторной функции, задаваемой 
матрицей-функцией w(Q в m-мерном евклидовом пространстве. Усло­
вие detw(Q = 0 дает, что г<^т. Если СбЕ, то каждая из матриц Wj (Q 
и w2(Q имеет ранг г; если СЕ/7, то ранг по крайней мере одной из 
матриц le»! (Q или w2 (С) становится меньше г. Пользуясь методом В. П. По­
тапова (1), каждую из матриц (С) и w2 (Q можно представить в виде

(Q = «г (Q К (Q, ®2 С) = b2 (Q о>2 (О,

где (С) и b2 (Q — матрицы-функции r-го порядка, являющиеся про­
изведениями Бляшке, (Q и <о2 (Q — голоморфные в единичном круге 
матрицы-функции того же типа, что Wi(Q и w2(C), соответственно, 
с нормами 1, имеющие ранг г всюду в единичном круге.

Вопрос о структуре (Q и о>2 (Q остается открытым. Заметим, что 
кроме представления (7) матрицы-функции (Q и w2 (Q допускают 
также представление:

(Q = С) (С), w2 (Q = ш2 (Q Ь.П

где <»! (Q и «2 (Q удовлетворяют тем же условиям, что «>j (С) и <»2 (С) в 
(7), ^(С) и b2(Q — произведения Бляшке m-го порядка.
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