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(Представлено академиком В. И. Смирновым 8 VII 1953)

I. Все не поясненные в настоящей работе обозначения определе­
ны в (Ц.

2. Пусть даны:
1) система дифференциальных уравнений

= Ь. • • • ,У^ (1)

где функции ft принимают вещественные значения и непрерывны 
вместе со своими частными производными первых двух порядков по 
у-м в некоторой области G вещественного евклидова пространства 
переменных t, ylt... ,у„;

2) некоторое решение

Уі (*)>■■■ ,y„(t), (2)
системы (1).

Тогда система дифференциальных уравнений

= 2 М < t < т, (3)
h=l

называется системой уравнений в вариациях для системы дифферен­
циальных уравнений (1) и ее решения (2).

Пусть требуется определить решение

системы (1), заданное своим начальным вектором Y (t^. Тогда, если 
вектор Y(/о) — У(^о) „мал", то естественно пользоваться приближен­
ной формулой

Y (О = у (О + МО,
где t\(t) есть решение системы (3), для которого

M^o) = Y(/o)-y(Q.

Это хорошо известный способ вычисления решений, „близких" к дан­
ному. Мы хотим оценить погрешность этого способа.

3. Определим матрицу J[t, у] формулами

№ У]к=^(*» У), Л k = l,...,n, (/, y)€G*.
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Тогда система уравнений в вариациях (3) может быть записана в мат­
ричной форме

= у(і)]г1г t0^t^T.
4. Пусть:
1) G* с. G есть область, выпуклая поу-м, содержащая кривые 

Z0<Z<T;

Уі = ^(Z), ...,Уп=
2; U(t) — матрица класса С' на [Zo, Т], неособенная при каждом 

ze[z0, Л;
3) Qj (Z) — матрица, определенная формулой

Q, G) == С?-' (Z) J [t, у (Z)] U (Z) - (Z) ;

4) Аи (Л y^f^ V, у., ■■■ ,уп) ,иУ ц,
і, р = 1,..., л;

5) Дг(0=И(0—^(Z), i=l,...,n.
Из формулы Тейлора следует, что функции Д,(/) удовлетворяют 

системе дифференциальных уравнений

У 1 "
= 2 А у (01 а+т 2 А* [Л у; (0] ^Дц,

У=1 У,и=1

где yf(/) нам неизвестны, но известно, что у*(/) = у^) + ъ 
0<MZ)<l, Zo<Z<T.

Положим
1 "

2 АЛ*’ y'WlAvWA.w, 
V,pt=l

i = 1,.. ., n, Zo< t < T-,

Zo<z<7.

5. Теорема 1. Пусть вещественная матрица Aj(t) непрерывна 
при t0^t -^Т и удовлетворяет следующим условиям

Re{Q/WU<{A«ft> k=Y...,n-, 

|{Q7(0kl<M7(Z)}ih, i, k = n, i^=k, 
где Zo < Z <; T.

Тогда, если s(Z) есть решение системы

^=AytfS + \Ut)\ (4)

такое, что s(Zo) = O, то 
|Y(Z)-y(^)-^(Z)|<P(Z)h(Z).

Замечание. Утверждение теоремы останется верным, если мы 
заменим в системе (4) вектор |C(Z)| на какой-либо другой, компонен- 
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ты которого неотрицательны и не меньше компонент вектора |С(/)|. 
Другими словами, для применения теоремы 1 достаточно уметь оце­
нивать компоненты вектора |С(01 сверху. Это можно сделать следу­
ющим образом. Так как

К(01<у 2 ІА.ДЛ уЧОЛІМОІІМОІ, 
у,И=1

то мы оценим сверху |тй(/)| если:
а) найдем функции phvil(t) такие, что \fh^(t, у)\<pk^t) при 

t0 t < Т, (t, у) € ОД k, у, р = 1,..., и;
б) оценим |Av(0|, v=l,...,w, сверху.
Ясно, как выполнить а); для выполнения б) пригодны теоремы 1, 

2, 3, 4 из ^). После того как компоненты вектора | т (Z) | оценены, 
мы оцениваем компоненты вектора |С(/)|, пользуясь неравенством

Теорема 2. Пусть:
а) функция р (t) непрерывна при t0 t ■< Т и

У 2 y)i<P(0 при t0<t<T, (t, y)€G*, £=1,
V,|A=1

б) функция непрерывна при t0^t^T и 

V^k

при t0 t С Т, k = 1,... ,п.
Тогда

II У (t) - у (t) - (t) II, < II(to) Д (to) 111 X II U(t) II, X
/ Z t

X \ p (?) I! U1 (В) II, II и (В) II? exp 2 J у (u) du + J (u) du dt.
4 L / v5

Теорема 3. Пусть:
а) функции qk (t), k = 1,... ,n, непрерывны при to t < T и

I У) I < 4k (t), при to < t < T, (t, y)tG*,
k, v, p = 1, . . ., n;

б) функция (t) непрерывна при t0 < t < T и

Re{Qy(0}fefe + 2l{Q^))vfel<n(0

при t0 -C t <1 T, k = 1,.. • ,n.
Тогда

IIY (t) - у (t) - v (t) ||n < 11! А) АО» x II ^(0 ll„ X

t 5 /
X JII q (?) I In II G-1 (5)||„ II G(|) ||f, exp 2 J T(«) du + J -/ (^ du] d^.

\ L ц 5 J
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Георема 4. Пусть:
а) Функции. qh(t), k= 1,... ,п, непрерывны, при t0^t-^T и при 

’ У ^ля вся-ко^ системы вещественных чисел Si, . . . , такой, 
что S*=l, выполняется неравенство

v=l

\ У)^И

v,pt=l

б) функция 1, (t) непрерывна при t0^t^T и при £€[£0, Л для 
всякого вектора ф такого, что || ? ||П1 — 1 и U (t) есть веществен­
ный вектор, выполняется неравенство

п

Re 2 ЬЮ-

Тогда
II у (о - у W - (0 Нш < | X IIи~' (t0) д Ц?п х II и (О ||ш X
/ Г 5 t

X П| q (S) ||ПІ II (5) Нш II ||Ш exp 2 J т («) du + J (u) du
t, 5

ps.
Поступило
30 VI 1953
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