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1. Расхождения, наблюдающиеся между экспериментом и ста­
тистической теорией упругости резины, заставили наряду с дальней­
шим совершенствованием этой теории, искать иные пути теоретического 
описания упругих свойств резины. Так, Муни ()  и Ривлин (2) на 
основании общих формальных соображений вывели следующее выра­
жение для свободной энергии деформированной резины: 

*

* Требование четности функции относительно Хг, принимавшееся Муни и Ривли- 
ным, как указывает Е. В. Кувшинский (4), излишне.

где С± и С2 — постоянные, а Хг — главные „относительные растяжения", 
т. е. отношения длины линейных элементов, расположенных по 
главным направлениям деформации, к их длине в недеформированном 
состоянии.

Закон одноосной деформации, вытекающей из выражения (1) при 
соответствующем выборе постоянных С± и С2, в области не очень 
больших растяжений достаточно хорошо согласуется с экспериментом 
для резин из натурального каучука, причем С2)С1 имеет порядок 
0,1—0,2. Для некристаллизующихся резин из синтетических каучуков 
(равновесные кривые растяжения которых, как показал Г. М. Бартенев (3), 
практически линейны) удовлетворительное согласие с теорией полу­
чается при С2^>С1. Однако при выводе формулы (1) авторами нала­
гались излишне жесткие требования*  на выражение свободной энергии, 
что значительно сократило класс функций, пригодных для этой цели.

Ниже рассмотрено одно из возможных выражений для свободной 
энергии, содержащее лишь одну постоянную и достаточно хорошо 
согласующееся с экспериментальными данными для резин из синте­
тических каучуков.

2. Функция, выражающая свободную энергию, должна быть: 
а) симметричной относительно X/ (вследствие изотропности материала 
в недеформированном состоянии); б) инвариантной относительно 
поворота координатных осей и в) обладать абсолютным минимумом 
при Хх = Х2 = Х3 = 1.

Можно показать, что выполнение первого требования для любой 
функции, разложимой в ряд Тейлора, автоматически влечет за собой 
удовлетворение и двух остальных при условии X^Xg =1. Это условие 
выражает несжимаемость материала и выполняется для некристалли­
зующихся резин с достаточной степенью точности. Таким образом, 
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любая симметричная функция главных относительных растяжений 
формально пригодна для выражения свободной энергии резины, и для 
выбора из этого класса определенной функции необходимы дополни­
тельные условия. Требование четности, принятое при выводе (1), 
является весьма произвольным. Поэтому интересно проанализировать 
выражения для свободной энергии, полученные при использовании 
более естественных дополнительных условий.

3. Одно из таких условий вытекает из следующих рассуждений. 
Поскольку объем некристаллизующихся резин в процессе деформиро­
вания сохраняется практически постоянным, то любая деформация 
может быть представлена как сумма поворотов и сдвигов, а свобод­
ная энергия (не зависящая от поворотов отдельных элементов объема) 
должна быть функцией только сдвигов:

^(\1> ^2, *3) ~ Ф(Т12. І23> Тзі)> (2}
где

7гj- — (Хг — Ху), i=^ j k, (3}
главные сдвиги.

Выражение (3) получается следующим образом: по определению.

_ 11 ~ 1И _ lJ ~ 1и __ А.
117 1Ц 11J lll 11J ’

где Іц — размеры линейного элемента, расположенного по одному из 
главных направлений деформации i до сдвига; h — то же после 
сдвига.

Если деформации сдвига предшествовало сжатие или растяжение 
по третьей оси k I i и j, в результате которого размеры линейного- 
элемента, расположенного по этой оси, стали 1^ = lahkk (где Xft — отно­
сительное растяжение по оси к), то из условий несжимаемости 
lik 1ц Іц = kk loi loj (loi — размеры линейных элементов в недеформиро- 
ванном состоянии) получаем:

А? А 
^Оі

При деформации по оси к относительные растяжения по осям i и. 
j должны быть равны (из соображений симметрии):

— = Az — 1
Ан V\ ’

(т - г) = 
' 40i

что в принятой терминологии является наиболее общим выражением 
для деформации сдвига.

В теории малых деформаций сумма трех главных сдвигов всегда 
равна нулю. При больших деформациях это не имеет места.

Сумма выражений (3), являясь инвариантом деформации, вообще 
говоря, отлична от нуля, но быстро стремится к нему с уменьшением 
абсолютной величины деформаций сдвигов.

Разлагая (2) в ряд по степеням fy, получим:

К *з) = А (7?2 + 723 + 7^) + Л (ТігТгз + 7і27зі + 7гз7зі) +
+ ^з(7І2 + 7^з + 7431) + --- (4)
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Так как свободная энергия должна быть четной функцией дефор­
маций сдвигов, то в разложении присутствуют только их четные 
степени и парные произведения*.

* При изменении знака у одного из сдвигов два других сдвига меняются своими 
значениями с противоположными знаками, так что сумма парных произведений 
является четной функцией сдвигов.

** Т. е. когда при каждой заданной деформации устанавливается не меняющееся 
со временем значение напряжения. Все формулы, приведенные в данной работе, 
относятся именно к этому случаю.

Подставляя (3) в (4) получим:

F = - А [X? + + Х^’ + -

— V’ (^г + М — V’ (^і + ^з) — ^з‘ (^1 + \0] +

+ (^і — 4Л3) [Хх -|- Х3) + Х2 (Хх 4- Х3) + Х3 (Хх -J- Х2) — 6] 4-

+ ^3 1/1 Рз + /з) + ^-2 (^ + ^з) + ^з (^і + ^г) — 6] 4“ • • • (5)

Интересной особенностью полученной функции является то, что 
она обладает свойством симметрии относительно преобразования 
инверсии (при условии \ Х2 Х3 = 1), т. е. вид функции не меняется при 
замене всех Хг на 1/Хг. Это свойство легко понять, если вспомнить, 
что выражение (5) является четной функцией сдвигов, а указанное 
преобразование означает одновременное изменение направления всех 
сдвигов при сохранении их абсолютной величины.

4. Закон одноосной деформации, соответствующий (5), имеет 
вид:

’ = (©»,->, = f (2А, - А - 8AS- ...) (х? - -1-) +
Л1

+ (6)

3 1Функция X’/.— практически линейна в переделах 1 <Х<;3,5, так 
что при описании кривых равновесного**  растяжения вулканизатов 
синтетических каучуков (для которых наблюдается практически линей­
ная зависимость) можно ограничиться одной постоянной.

Выражения (5) и (6) в этом случае сводятся к:

F = [Хх (Х2 4*  ^з) + ^2 (^і + ^з) + ^з (^і + ^2) — 6]; (7)

0 = зд1(х'/»-А;).. (8)

На рис. 1 формула (8) сопоставлена с экспериментальными дан­
ными для двух резин из синтетических каучуков.

Функция (8), удовлетворительно передающая ход эксперименталь­
ных кривых, интересна также тем, что имеет точку перегиба при 

з _
X = ]/5 = 1,73. Наличие точки перегиба в этой области хорошо заметно 
на экспериментальных кривых, приведенных в работе Г. М. Барте­
нева (3), хотя S-образность последних выражена несколько сильнее, 
чем это следовало бы по уравнению (8).

Таким образом, выражение (7) в области не слишком больших 
деформаций позволяет охарактеризовать упругие свойства резин из 
некристаллизующихся каучуков одной постоянной.
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Из (7), как из всякого выражения упругого потенциала, могут 
быть получены соотношения между всеми компонентами тензоров 
деформаций и напряжений, что формально дает возможность решения 
любой задачи теории упругости резины. В частности, из (7) следует 

Рис. 1. Зависимость равновесного на­
пряжения от относительной длины для 
некоторых вулканизатов синтетических 
каучуков. / — Буна S3 (по (3)), 2 — 

Хайкар (OR — Н) (по (5)).

линейный закон для сдвига — одно 
из исходных положений теории 
Муни (х).

Необходимость учета констант 
Д2, Аз и т. д. в выражении (5) 
для умеренных деформаций может 
быть выяснена лишь в результате 
проверки приложимости этой фор­
мулы к другим типам деформаций.

Так, сопоставление теории с 
экспериментальными данными для 
сдвига укажет на влияние констан­
ты Д2, учет которой, при сохране­
нии общего вида выражения (8), 
приводит к нелинейному закону для 
сдвига:

Мг = 2Дп12 + А2 + 731). (9)

К сожалению, подобных данных 
для синтетических каучуков в ли­
тературе нет.

Формула (5) не применима к резинам из кристаллизующихся каучу­
ков (в частности из натурального), объем и упругие постоянные кото­
рых меняются в процессе деформирования вследствие кристаллизации.

Автор выражает свою искреннюю благодарность Г. А. Слонимскому 
за ценные советы и М. М. Резниковскому за обсуждение результатов 
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