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МАТЕМАТИКА
ХУА ЛО-КЭН

К ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ МНОГИХ КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

ОБ ОДНОЙ ПОЛНОЙ ОРТОНОРМАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ В ГИПЕРБОЛИЧЕСКОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ МАТРИЦ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 30 XI 1953)

Пусть R — некоторое ограниченное пространство нескольких комп­
лексных переменных. Известно (1), что в пространстве аналитических 
функций с интегрируемым квадратом в R существует полная ортонор­
мальная система функций. Обычно нелегко бывает найти определенную 
систему для заданной специальной области. Целью предлагаемой серии 
заметок является изложение некоторых результатов, касающихся не­
приводимых ограниченных транзитивных симметрических областей 
Э. Картана. Именно, в предлагаемой заметке строится полная орто­
нормальная система для гиперболического пространства прямоуголь­
ных матриц.

Пусть тип — целые числа, п > т 1. Мы используем Z (= Z(m‘л)) 
как типичное обозначение некоторой тхп матрицы с комплексными 
элементами Zjk (у = 1, 2, ..., m; = 1, 2, ..., п). Множество 31 матриц Z, 
для которых эрмитова матрица — ZZ' положительно-определена, 
называется гиперболическим пространством m х п матриц.

Для т=п = 2 результат частного характера был получен Митчелом. 
Главная трудность на пути получения полного результата состоит 
в приложении результатов и аппарата теории представлений линейных 
групп.

Прежде всего предположим, что п — т. Пусть 21 и 83 суть два 
неприводимых представления общей линейной n-мерной группы, и 
пусть anb — порядки представлений 21 и 23, соответственно. Матрице 
Х(=Х(Л’")) соответствуют А (X) в 21 и В (X) в 23. Предположим далее, 
что А (И) и унитарны для унитарных U. Рассмотрим интеграл

\...\A(Z)P(a'b}B(ZyZ = ^a-b\ (1)
9?

т т

где Z =ПИdxjkdyjk, Zjk = Xjk + iyjk и В' — транспонированная 
j=l fe=i

матрица комплексно-сопряженная к В.
Умножая (1) слева на A(U) и справа на B(U), мы получим непо­

средственно, что A (U) Q = QB (U)- Применяя лемму Шура, после не­
которых выкладок получим следующий результат:

Пусть А(Х) = (ajk(X)) и В (X) = (bjk(X)). Если А (X) и 5(Х) обо­
значают два неэквивалентных представления, то имеем:

\..^aJh(Z)b^Z)Z = Q (2)
9?
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и
с <> ------ , . (О, если j f= s или kf=t;
\...\ajk (Z) ast (Z)Z = \ . , , (3)
J o, J Ip, если j — s и k = t, v 1

где p — некоторая константа, не зависящая от j и k и зависящая 
только от представления а.

Трудной частью настоящего исследования является вычисление 
нормирующего множителя р. Пусть а (/И) обозначает след матрицы М. 
Тогда из формулы (3) следует, что:

a^=\...\^A{Z)MZy)Z = \...\^ZZ')Z, (4)
9? «R

где у обозначает характер представления. Чтобы оценить величину 
интеграла (4), введем «полярную координату» некоторой матрицы. 
В самом деле, известно, что каждая матрица Z может быть выражена 
в виде UAV, где U и V унитарны и Л = [^, ..., Х„] диагональна. 
Путем сложной выкладки получим, что

а2р = 2-лв>я о>я х (Л) А (Хп ... , л„)2 ... d\b (5)
о о

где A (X*, ..., Хя) = ]| (X/— Хй), <ол — полный унитарный объем, а
л»>й>1

шп = \... \ [</о>г] — интеграл по пространству [7/] левых классов смеж- 
(Щ

ности унитарной группы по ее подгруппе диагональных матриц.
Более точно, пусть Хд, f (2)— характер некоторого представле­

ния Afi f с сигнатурой (Л, ... ,/«), где /1( ..., fn— целые числа, 
удовлетворяющие неравенствам

fl fi fn 0.
Порядок представления, как известно, равен

/V (fi, ■ • • , f,,) = D (f, ..., ln) /D (n—1, л — 2, . .., 0), 
где
D (xn . .. , xn) = JJ (Xj Xk) и I,i = fn, In—i = fn—i-\-1, ..., 1 -

j<k

Известно также, что

(P-I- •••> (6>
где

! xp ... >4«
I XG, . . . , X'« | =..................

j I
И

д^,... ,м = |Х"-\ .... х, і|.
Пусть f —константа, отвечающая представлению с сигнату­

рой (fi, ...,/„); тогда получаем окончательно

” ij I
р/- ••• • fn = N(ffn) П (« + /)! • (7>

j=i
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Обозначим через
Af...... fn (Z) = (а^ - • (Z)), 1 <7, k < ^(^ ..., /„), 

представление с сигнатурой (flt ... , /п). Мы показали, что функции 
afy ■" ’fn (Z) I pX*..., fn (fr >- 0) образуют полную ортонор­
мальную систему в рассматриваемом пространстве Л. Тогда ядро 
Фурье пространства Л равно

K(Z,W) = 2 f =
/■>...>/„>0 j.k

В результате нескольких лемм, которые здесь опускаются, по­
лучаем:

К (Z, W) = v-1 det (I — Z W')~2", 
где

= 1)! ... I!)2 / ((2п—1)! ... 2! 1!).

Метод, использованный в настоящей работе, дает возможность 
получить формулу Коши. Множество S, образованное унитарными 
матрицами U,— характеристическое множество пространства Л. При­
меним гармонический анализ на S; функции afy ,fn (СО / ^*... ,fn об­
разуют ортонормальное множество на S, где 

.....
И О) = j . .. j [7. Поэтому

S

2 ----- 2 ,п (^') Ж " = det {Z-ZUTn.
/і» ••• * fn ffk

Мы получаем формулу Коши:
—L. Л —#=f(zy 
ы 2 J det (7— ZU')n J ’

Результат может быть распространен на случай т=£=п. Ядро Фурье 
пространства Л равно:

——— det (I — Z W')-n-m .

Можно также получить формулу Коши, в которой интеграл распро­
странен на множество &(тхп) матриц Z, удовлетворяющих соотно­
шению ZZ' = 1. Заметим, что для т=1=п мы можем продвинуться 
еще далее до некоторого подмножества множества <5, точнее, мы мо­
жем установить некоторую формулу Коши для интеграла, распро­
страненного по многообразию меньшего числа измерений, чем S.
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